JAI 





Journal für die reine und 
angewandte Mathematik 


gegründet von A.L. Crelle 1826 





Herausgegeben von 


Helmut Hasse 





Band 181 


Heft 4 


Ausgegeben am 8. Januar 1940 





® 


Walter de Gruyter & Co. 


vormals G. J. Göschen’sche Verlagshandlung / J. Guttentag, Verlags- 
buchhandlung / Georg Reimer / Karl J. Trübner / Veit & Comp, 


Berlin 1940 








Band 181. Heft 4. 


Inhaltsverzeichnis. 





Seite 
Haupt, Otto und Georg Nöbeling und Christian Paue, Über Abhängigkeitsräume 193 


Kowalewski, Gerhard, Zur Cesäro-Pickschen Geometrie . --..:.... 218 
Bachmann, Friedrich, Die Bewegungsgruppe einer ebenen Cayleyschen Geo- | 
metrio. . 2. 2 Re ee 242 





An unsere Müarbeiter ! 


Es isi unbedingt notwendig, daß alle zur Einsendung gelangenden Manuskripte 
sowohl vollkommen druckfertig, als auch in gut lesbarer, möglichst Maschinen-Schrift 
gehalten sind, wobei die gotischen und griechischen wie überhaupt alle besonderen Typen J‘ 
durch Buntstift bezeichnet werden. Nachträgliche Korrekturen verursachen wesent- d 
liche Kosten, die sich naturgemäß auf die Preisgestaltung des Journals mit auswirken F 
müssen. Machen sich also aus irgendeinem Grunde Textänderungen eines Bei- | 


trages notwendig, so sind diese der Schriftleitung sofort mitzuteilen, wenn sie die 
endgültige Annahme und Weitergabe an den Verlag meldet; Korrekturen nach dem r 
Vorliegen des Satzes dürfen sich ausschließlich auf die Verbesserung von Satzfehlern > 
erstrecken. ( 

Manuskripte, die den eingangs erwähnten Vorschriften entsprechen, ermöglichen S 
auch der Schriftleitung eine raschere Prüfung als schwer leserliche und können in- F 


folgedessen schneller zum Druck gelangen. ’ 

Im Interesse des schnellen Erscheinens der einzelnen Hefte erhalten die Herren ( 
Verfasser grundsätzlich nur eine Korrektur ihrer Beiträge. Da seitens der Schrifi- 
leitung die Korrekturen in typographischer Hinsicht sorgfältige Lesung finden und 


die richtige Ausführung der Autor-Korrekiuren genau überwacht wird, hoffen wir, ( 
auch so allen Wünschen gerecht zu werden. _ | li 
Die Herren Verfasser erhalten von allen Abhandlungen 75 Sonderabdrucke - 


kostenfrei, weitere gegen Berechnung. 











Sendungen für das Journal erbittet die Schriftleitung unter der Anschrift: 
An die Schriftleitung des Journals für die reine und angewandte Mathematik 
Professor Dr. Helmut Hasse, Göttingen, Mathematisches Institut, Bunsenstr. 3-5. 





Druck von Walter de Gruyter & Co,, Berlin W 35 . 
Printed in Germany R ( 











Über Abhängigkeitsräume. 


Von Otto Haupt und Georg Nöbeling in Erlangen und Christian Paue in Paris. 


Einleitung. 

Als k-dimensionale lineare Sekante einer Punktmenge M des euklidischen #,, 
bezeichne man einen k-dimensionalen euklidischen Teilraum des E,, dessen Durchschnitt 
mit M ein (k + 1)-tupel von linear unabhängigen Punkten enthält: 1 <k=< m. Ferner 
bezeichne man als eine k-dimensionale lineare Grenzsekante $S von M einen euklidischen 
Teilraum des E,, gegen welchen sich k-dimensionale Sekanten 7 von M häufen; enthält 
jede dieser Sekanten 7 je ein (k + 1)-tupel t linear unabhängiger Punkte von J/ derart, 
daß die t sich gegen einen Punkt P von M häufen, so heiße $ eine k-dimensionale lineare 
Paratingente von M in P. In Verfolgung dieser (und anderer) von ihm eingeführten 
Paratingentenbegriffe hat Herr Bouligand, auf welchen die nachfolgenden Fragestellungen 
zurückgehen, unter anderem !) gezeigt ?), daß die Menge aller 1-dimensionalen linearen 
Sekanten und Grenzsekanten eines (einfachen) Bogens ein Kontinuum (im Raume aller 
Geraden des E,„) bildet. Sodann hat Herr Mirguet ?) unter anderem bewiesen, daß dies 
sogar für Kontinua im E,„ (statt für Bogen) gilt, nachdem vorher Herr Rabate ?) den 
Fall ebener Kontinua erledigt hatte !). Herr Mirguet hat weiter ®) den Satz für den Fall 
m = 3, k = 2 bewiesen !). Herr Torrance ®) hat für gewisse abstrakte „lineare‘‘ Räume 
(an Stelle des #,„) die Fälle k = 1 und k = 2 behandelt !) und (ohne nähere Ausführung) 
angegeben, daß die meisten seiner Ergebnisse auch für beliebiges k > 3 erhalten bleiben. 
Unabhängig davon haben Haupt und Nöbeling ?) im euklidischen E,, den Satz für be- 
liebiges k bewiesen und dabei die Gültigkeit ihres Beweises auch für andere als lineare 
Sekanten bzw. Grenzsekanten (z. B. Kreise, Kugeln) hervorgehoben. Schließlich hat 
Pauc ®) eine sehr weitreichende und dabei einfach formulierbare Verallgemeinerung der 
oben erwähnten Ergebnisse gefunden. Die eine Seite dieser Verallgemeinerung besteht 


!) Sogar für die Menge der betr. Paratingenten in einem beliebig vorgegebenen Punkte P von M. 

?) G. Bouligand, Introduction & la geometrie infinitesimale directe, Paris (Vuibert) 1932, S. 164. 

°) J. Mirguet, Nouvelles recherches sur les notions infinitesimales direetes du premier ordre, Ann. Sei. de 
l’Eeole Normale Sup. (3) 51 (1934), S. 201#. 

*) G. Rabate, Sur les notions originelles de la g&ometrie infinitesimale direete, These Toulouse 1931. 

5) J. Mirguet, Sur la continuit du biparatingent, C. R. Paris 200 (1935), S. 1705ff. 

6) C.C. Torrance, Tangent lines and planes in topological spaces, Trans. American Math. Soc. 41 (1937), 
S.193ff. Auf die Beziehung zwischen unseren Entwicklungen und denen von Herrn Torrance gehen wir nicht näher 
ein. 

”) Haupt und Nöbeling, Über die beliebig-dimensionalen Sekanten eines Kontinuums und ihre Limiten, Sitz.- 
Ber. d. phys.-med. Sozietät zu Erlangen 67 (1935/36), S. 283 ff. 

®) Chr. Pauc, Ensemble des systömes finis de points d’un continu, C. R. Paris 204 (1937), 5. 39ff. Vgl. 
auch Chr. Pauc, Introduction de direetions dans un espace distancie usw., Acad. Royale Belgique Bull. Cl. Sei. (5) 22 
(1936), S. 968ff., sowie Chr. Paue, Directions, contingent et paratingent dans les espaces distaneies, €. R. Paris 208 
(1936), S. 153f. 
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in einer einfachen Axiomatik der Begriffe „abhängig“ und ‚unabhängig‘. Unter Zu- 
grundelegung dieser Axiomatik, welche rein algebraischer Natur ist, entwickeln wir in 
vorliegender Arbeit eine Reihe von Eigenschaften, insbesondere Zerlegungseigenschaften 
solcher „Abhängigkeitsräume““, d. h. solcher Mengen, in welchen eine derartige Abhängig- 
keit erklärt ist. Diese Entwicklungen sind erforderlich für den oben erwähnten, in einer 
späteren Arbeit zu veröffentlichenden, Beweis der Kontinuität der beliebig-dimensionalen 
Sekanten und Grenzsekanten eines Kontinuums in gewissen topologischen Abhängig- 
keitsräumen. Indes scheint uns die Theorie der Abhängigkeitsräume ®) auch an und für 
sich ein gewisses Interesse zu bieten. Übrigens handelt es sich dabei, wie wir sehen 
werden ($ 7), um die Theorie einer gewissen Klasse von Verbänden, die nicht notwendig 
modular (Dedekindsche Verbände) sind. Trotzdem formulieren wir — in Rücksicht auf 
die erwähnte spätere Anwendung — die benötigten Sätze dieser Theorie hier in der 
Sprache der Abhängigkeitsräume; dabei wird man etwaige Wiederholungen von bereits 
bekannten Sätzen und von bekannten Überlegungen aus der allgemeinen Verbands- 
theorie — im Interesse eines lückenlosen Aufbaues — in Kauf nehmen müssen, 
worauf wir hiermit ein für allemal hinweisen. 


$ 1. Abstrakte Abhängigkeit. 


1.1. Nicht geordnete Punktsysteme. Der allem Folgenden zugrunde liegende Ope- 
rationsbereich ist eine nichtleere Menge 7, die Grundmenge, deren Elemente Punkte 
heißen. Unter einer Menge M aus H (Teilmenge von #, in H enthaltene Menge, in 
Zeichen M < H) verstehen wir eine Menge, deren Elemente Punkte aus 7 sind. Die Menge 
H selbst gilt als eine Teilmenge von H; die leere Menge wird ebenfalls als eine in #/ und 
jeder Teilmenge von H enthaltene Menge betrachtet. Wie üblich sind für die Teilmengen 
von #/ Summe und Durchschnitt eindeutig und ausnahmslos erklärt; für zwei Mengen 
A und DB aus H bezeichnen wir die Summe (Vereinigung) mit A + B, den Durchschnitt 
mit A » B; die Differenz A — B ist die Menge aller nicht in 3 enthaltenen Punkte von A. 

Neben den Teilmengen von H (deren Elemente paarweise verschieden sind), be- 
trachten wir die (Punkt-)Systeme aus H (Teilsysteme von H, in H enthaltene Systeme), 
d.h. Systeme, bestehend aus endlich vielen Punkten von H, die aber nicht notwendig 
paarweise verschieden zu sein brauchen. Jede endliche Teilmenge von # ist ein System 
aus 7. Insbesondere wird auch die leere Menge als ein in F enthaltenes System angesehen 


®) Spezialfälle liefern die sogen. algebraischen Abhängigkeiten (vgl. Nr.1 4, B9). Unser allgemeiner Ab- 
hängigkeitsbegriff (Prädikat ‚,A‘‘) steht übrigens auch in Zusammenhang mit dem Prädikat ‚‚@r‘‘, welches bei Hilbert- 
Bernays in der Formulierung der Verknüpfungsaxiome der ebenen Geometrie eingeführt wird (D. Hilbert und P. 
Bernays, Grundlagen der Mathematik 1, Berlin 1934, S.5). Zunächst nämlich bringt das Axiom 2) von Hilbert- 
Bernays zum Ausdruck, daß ‚‚Gr‘‘ sich auf die nicht-geordneten Tripel von Punkten bezieht, wie dies entsprechend 
für unser ‚4‘ der Fall ist. Verschärft man ferner unser Koinzidenzaxiom (K) (vgl. im Text Nr. 1. 2) zu „„A(z,, %;) 
gleichbedeutend mit x, = x,‘‘, so entsprechen unser Induktionsaxiom (I) bzw. Austauschaxiom (A) den Axiomen 1) 
bzw. 3) bei Hilbert-Bernays. In diesem Zusammenhange kann noch folgendes bemerkt werden: Die Verknüpfungs- 
axiome bei Hilbert-Bernays weichen von den in Hilbert, Grundlagen der Geometrie (7. Aufl. Leipzig, 1930, S. 3) 
benutzten insofern ab, als dort nicht die Punkte und Geraden als zwei Systeme von Dingen zugrunde gelegt, sondern 
nur die Punkte als Individuen genommen werden. Ganz analog läßt sich unser Aufbau der Abhängigkeitstheorie 
gegenüberstellen ihrem Aufbau im Sinne der Theorie der Verbände (man vgl. z. B. die verbandstheoretische Behand- 
lung der abstrakten projektiven Geometrie bei G. Birkhoff, K. Menger, Ö. Ore (siehe die folgenden Nachweise)): dieser 
wäre zu vergleichen mit dem Aufbau bei Hilbert, jener mit dem Aufbau bei Hilbert-Bernays (vgl. z. B. G. Birkhoff, 
Combinatorial relations in projeetive geometries, Ann. of math. 36 (1935), 743ff.; K. Menger, New foundations of 
projeetive and affine geometry, Ann. of math. 87 (1936), 456#f.; Ö. Ore, On the foundation of abstract Algebra, Ann. 
of math. (2) 36 (1935), 406ff., und 37 (1936), 265ff.; Ö. Ore, L’algöbre abstraite, Actualitös sc. et ind. Nr. 362, Paris 
1936. Wegen weiterer Schriften siehe Hermes-Köthe, a. a. O. 21)). — Durch Hinzunahme eines algebraisch-topologi- 
schen Axioms werden wir in einer zweiten Arbeit entsprechend eine topologische Eigenschaft der Abhängigkeit in 
euklidischen Räumen, nämlich die Abgeschlossenheit der linearen Mannigfaltigkeiten, verallgemeinern. 
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und mit $° bezeichnet. Sind x,,. . ., 2» die in irgendeiner Reihenfolge numerierten Ele- 
mente eines Systems 5, so schreiben wir $S = [#,,.. ., 2]. Wir betonen, daß es sich 
immer um nicht geordnete Systeme handelt, daß also zwei Systeme $S = [x,,.. ., 22] und 
T=[y ---, Ya] dann und nur dann gleich sind, wenn jeder Punkt aus H in $S und T 
gleich oft vorkommt; insbesondere ıst dann p = q. Unter der Vielfachheit eines un- 
ter den Punkten z,,..., 2» vorkommenden Punktes x verstehen wir die Anzahl der- 
jenigen x,, welche gleich x sind; Punkte der Vielfachheit Eins sollen auch einfache 
Punkte genannt werden. 

It $=[2,,..., 29] ein beliebiges System aus //, so bezeichnen wir mit {x,,. . ., 2} 
die durch 5 bestimmte Punktmenge, d.h. diejenige Teilmenge von //, welche jeden 
Punkt von 5 (genau einmal) und keinen weiteren Punkt enthält. Es ist also [x,,. . -, Xp | 
von f#2j,...,2p} wohl zu unterscheiden. Beispiel: [a, a,b, b] + [a, b, b, b], aber 
fa, a,b, b} = {a, b, b, b} = {a, b}. Es ist [2,,...,%] = {X -- -, 2»} dann und nur dann, 
wenn jeder Punkt von [%,, - - -, %] einfach ist; nur in diesem Fall ist also ein System aus 
H auch Menge aus /, während umgekehrt, wie schon bemerkt, jede endliche Teilmenge 
von H auch ein System aus / ist. 


1. 2. Abhängige und unabhängige Punktsysteme. Für alle in 7 enthaltenen Punkt- 
systeme 5 sei eine, Abhängigkeit genannte, Eigenschaft erklärt, deren Negation als 
Unabhängigkeit bezeichnet sei. Insbesondere besitze das leere System S® die Eigen- 
schaft der Unabhängigkeit. Hat das System $S =[x,,.. ., 2»] die Eigenschaft der Ab- 
hängigkeit bzw. der Unabhängigkeit, so sagen wir auch, die Punkte x,,..., 2, seien ab- 
hängig bzw. unabhängig und schreiben A[z,,...,2%,] bzw. U[x,,..., 2]. Es seien die 
folgenden Axiome erfüllt: 

Koinzidenzaxiom: 

(K) Aus 9, = folgt Alz, 2]. 

Induktionsaxıom: 

(I) Aus Alz,::,%]) folgte Alz,-- 2%] für alle y. 

Austauschaxiom: 

(A) Aus DI8,.::, ch Alt: Ze 4) em Als, - 2 2] 

folgt Alz,, - - -, 2, %ı 2]- 

Ist in der Grundmenge H eine den vorstehenden Forderungen genügende Eigen- 
schaft A erklärt, so nennen wir 7 einen Abhängigkeitsraum, kürzer einen A-Raum, 
ın Zeichen [H; A]. 

Allem Folgenden liegt ein Abhängigkeitsraum [#; A] zugrunde. Soweit keine 
Mißverständnisse zu befürchten sind, bezeichnen wir ıhn oft nur mit . 


1. 3. Anmerkung. In gewissen konkreten Fällen ist in einem Raum oder einer 
Menge eine den Axiomen (K), (I) und (A) genügende „Abhängigkeit“ A bzw. „Unab- 
hängigkeit‘“ U nur für alle Punktsysteme [x,,...,»]mitp=1,...,\ erklärt, wobeı 
N eine feste natürliche Zahl ist. Indem man durch die Festsetzung A[x,, . . ., 2,] für 
9> N alle mehr als N Punkte enthaltenden Systeme als abhängig erklärt, kann man 
die vorgegebene Definition der Abhängigkeit bzw. Unabhängigkeit auf alle Systeme des 
Raumes unter Erhaltung der Axiome (K), (I) und (A) erweitern (vgl. auch Nr. 3. 3). 
Damit ist dann der Anschluß an die obige, beliebige p fordernde Definition gewonnen. 


1. A. Beispiele solcher [H; A] sind: 
B,. Es ist 4 der euklidische E,(n 21) und A[x,, - . -, 2»] bedeutet, daß x, » +, % 
auf einer (p — 2)-dimensionalen linearen Teilmannigfaltigkeit des E, liegen. 


B,. Es ist 4 der projektive ?„ und A wie ın B, definiert. 
26* 
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B,. Es ist H der Hilbertsche Raum E, und A wie in B, definiert. 


B,. Es ist H eine zweidimensionale Sphäre und A ist so definiert !%): Für alle 
2,2... gilt: Ulx,]); Alz,, X] > entweder x, = x, oder x,, 2, sind Endpunkte des 
gleichen Kugeldurchmessers (2, # 25); A[X], 2a, 23] — X, %a, %; liegen auf dem gleichen 
Großkreise; A[lr,, 2, --,%)h p Z 4. 

B,. Es ist 7 die Gaußsche komplexe Zahlenebene einschließlich des uneigentlichen 
Punktes P,„; ferner ist A so definiert: A[lx,] = x, = Pa; Alt, %] » entweder x, = %, 
oder x, = P, oder 2, = P,; A[x,, a, %3] = X, %a, X liegen auf einer Geraden (wobei 
auch x, = P, usw. sein darf); Alzx,,.. ., 2»), falls p 2 4. 

B,. Es ist 4 der euklidische £, oder projektive ?, und A so erklärt: U[x,]; 
Alx,, £] = &, = %s; ferner gelte Alz,, 2; 2] 2, = 4 oder 12, = 2, oder 1, = 1,; 
Als... 24] D 2: - », X liegen auf einer Geraden oder zwei Punkte fallen zusammen; 
Alx],...,25;] > vier von den x, liegen auf einer Geraden oder zwei Punkte fallen zu- 
sammen. A[lx],:--, 28] = Xp - - », X, liegen auf dem gleichen Kegelschnitt; A[x,, - - -, 2»] 
ürp 7. 

B.. Es ist 4 der euklidische £, und A so erklärt: U[x,]; Al&,, X] = 2% = %s; 
Alt, %a &] = &ı = 2%, oder = 2, oder 2, = 2; Alz, - - La] > Zu: +, 74 liegen 
auf dem gleichen Kreise oder der gleichen Geraden; A[z,,..., 25] = 71: - -, 7, liegen 
auf der gleichen Kugel oder Ebene; A[z,,.. ., 9] fürp 6. 

B,. Es ist 7 eine beliebige Punktmenge und A so erklärt: U[z,]; Alz,, - - -, 22] > 
zwei Punkte fallen zusammen (p 2 2). 


B,. Algebraische Abhängigkeit Y). Es sei X ein Körper im Sinne der Algebra 
und N eine Erweiterung von Ä. Nimmt man N als Raum 7, so kann in diesem eine Ab- 
hängigkeit so erklärt werden: Endlich viele Elemente a,,..., @, aus N heißen abhängig, 
wenn ein nicht identisch verschwindendes Polynom P(x,,..., 2.) über Ä existiert mit 
Pla...) = 0. 

(Wir bemerken dazu noch: Ist P(x,,..., 2.) z. B. in x, von positivem Grade, so 
heißt speziell «, algebraisch abhängig über X von a,,...,d.. Die Elemente e<N mit 
A[x] sınd genau die über Ä algebraischen. Die Axiome (K) und (I) sind sicher erfüllt. 
Zum Beweise, daß auch (A) gilt, beachten wir: OÖ. B. d. A. können (die in (A) auftretenden) 
y und z als transzendent über X angenommen werden. Dann ist die linke Seite der Glei- 
chung P'(x,::.,2»y)=0 bzw. P’”’(x,,...,2%»2) = 0, welche hier der Beziehung 
A(2,,..., 2» Y) bzw. A(&,,..., X), 3) entspricht, in y bzw. 3 sowie in mindestens einem 
der ji .. ., 2, etwa in 21,.. .,2, bzw. in &7/,...,%, von positivem Grade (1 <s<sp, 
I<g=<sp). Ist x, sowohl unter den «ı,..., 2, als unter den x7/,..., 27 enthalten, so 
ıst z. B. .r, algebraisch abhängig von r,,.... ., 2), y und folglich 12) auch z von x,, . . ., 2, Y, 
d.h. A(x, . . ., Xp, %, 2). Ist aber x, z. B. nicht unter den x, ... ., x; enthalten, so ist y alge- 
braisch abhängig von z,, . . ., 7, also erst recht von x,,.. ., 29,2, d.h. A(r, .. , 2» 9, 2), 
W. 2.2.W.). 

1. 5. Mannigfaltigkeit. Basis. Äquivalenz. Zum Aufbau einer Abhängigkeitstheorie, 
die einen abstrakten Kern der Geometrie der gewöhnlichen linearen Abhängigkeit 
darstellt, erweist sich die Einführung der folgenden, in gewissem Sinne anschau- 
lichen, Begriffe als erforderlich. Es sei U[x,,..., &,]-. Wir bezeichnen qg 21 als Länge 


10) Das nachstehend gebrauchte Zeichen = soll die logische Äquivalenz bezeichnen. 

1) Vgl. Haupt, Einführung in die Algebra 2 (Leipzig 1929), Kap. 23.6; B.L. van der Waerden, Moderne 
Algebra 1 (1. Aufl. Berlin 1930), $61 und 62. Bei van der Waerden a. a. O., S. 204 ist die algebraische Abhängigkeit 
auch axiomatisch verallgemeinert; die dort angegebenen Axiome sind aber etwas anders als die unsrigen. 

12) Vgl. Haupt, a.a.0.11), S.589, Satz 2. 
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von S=[x,,..., 24]. Ferner bezeichne ZL[x,,. . . ., 24] = L($5) die Menge aller ye H mit 
Alzy--»7%Y] Es soll Z[x,,...,2,] die durch die unabhängigen Punkte x,,...,2, 
oder die durch $ = [z,, . . ., 24] aufgespannte A-Mannigfaltigkeit (in H), auch [H; A]- 
Mannigfaltigkeit oder einfach Mannigfaltigkeit heißen. Irgendein unabhängiges 
System [Y1---,%.) dessen Punkte y,...,34, sämtlich zu L(5) = L[x,,.. ., 24] ge- 
hören, heißt eine Basis, genauer A-Basis, von ZL(S5), wenn L[y,,.- ., 4] = L($); ins- 
besondere ist also [&,, . - -, 24] eine solche Basis (wir werden sehen (Nr.2. 2, III), daß 
stets = g sein muß). Zwei Systeme 5, und 5, unabhängiger Punkte heißen äquivalent, 
genauer A-äquivalent, in Zeichen 5, = S,, wenn L(5,) = L(S,); die Beziehung = ist 
eine Gleichheit (d.h. determiniert, reflexiv, symmetrisch und transitiv). Eine Teil- 
menge T von H ist A-Mannigfaltigkeit, wenn ein S = [2,,...,%] mit Ufz,...,2,] 
und mit ,eT,o=1,...,r, existiert, so daß T = L(S$). 

Ist 5° das (nach Nr. 1. 2 als unabhängig betrachtete) leere System, so bezeichnen 
wir als die von ‚5° aufgespannte Mannigfaltigkeit Z(5°) die Menge Z? aller Punkte y mit 
Al[y], die wir singuläre Punkte nennen, im Gegensatz zu den gewöhnlichen Punkten 
x mit U[x]. Das System 5° nennen wir die (einzige) Basis von LP; diese Basis hat die 
Länge Null. 

In jeder A-Mannigfaltigkeit ist jeder singuläre Punkt und somit /° enthalten. 
Kein unabhängiges Punktsystem enthält singuläre Punkte. 


Beispiele für Mannigfaltigkeiten und ihre Basen sind leicht aus B,,...,B, (Nr. 1. 4) 
zu entnehmen. In B, gilt AFP, ] und Z’= {P,} InB, ist ZP die größte in N ent- 
haltene algebraische Erweiterung Ä® von K. 


$ 2. Basiseigenschaften. Folgerungen. 
1. Aus (K), (I) und (A) (Nr. 1. 2) folgen für U[x,,.. ., 7] 


> 
(2.1.1) a Bi An a IF SE 
(2.1.2) In Z[x,,--.,2g] sind &,,..., 2, enthalten. 
(2.1.3) L[z,-.:+1 9 ]= L[z,::, 2%} falls 


Fi Fu Alena en 

Beweis. 1) Wegen (I) gilt: 

(2.1.1.1) Ein System ist sicher abhängig bzw. unabhängig, wenn es ein ab- 
hängiges System enthält bzw. in einem unabhängigen enthalten ist. In Formeln: 
Alyı- +9) + Alya- y,J) und Ulz,..„2,]> Ul2,.-„z,]fürssp. 

Also Al, - -, 2 2]> Alt - - -, 29, 2], woraus (2.1.1.) folgt. 

2) Aus (2.1.1.1.) und (I) für s = 2 ergibt sich (p 2 2): 

(2.1.2.1) Sind in einem System zwei Punkte gleich, so ist $ abhängig. Die Punkte 
eines unabhängigen Systems sind alle verschieden. 

Also z.B. Alx,, &ı X, - - -, %y]), woraus (2. 1.2.) folgt. 

3) Wegen (A) gilt: 

Wenn Ulz,:-,%9) Alay::uYy,Y% 1] und Alz,:-,2m9,2], dann 
Alz...,2% ‚25; wenn Ulz,..,24% h Als: 2m, yJund Alzı: 247,2) 
dann Alz,..,2u» 9,2]; r= 0,1,.... Daraus folgt: 

2.1.3.1) Wenn Ulz,..,2,9h Ul2u-:,2% 1] und Alz,-:-,mnY4,Y 
dann Alz,.. 2, y,2] » Alay - - -, &, y ,2]; daraus folgt (2.1.3). 

Zusatz. Wegen (2.1.2.1) sind die Punkte einer Basis stets verschieden. 

2.2. Es gelten nun folgende Sätze. 

I. Voraussetzung. Es sei T eine A-Mannigfaltigkeit mit einer Basis der Länge q =. 
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I. Behauptung. Irgend q unabhängige, zu T gehörige Punkte bilden stets eine Basis 
von T. 


2. Behauptung. Irgend (q + 1) zu T gehörige Punkte sind stets abhängig. 


Beweis. Fürg=0 ist T = LP und ist das leere System S® die einzige Basis sowie 
das einzige ın LP enthaltene unabhängige System. Es sei jetzt g Z 1; dann gilt: 

a) Beh. 2 folgt aus Beh. 1. In der Tat: Es mögen 2,,...,2441 zuT=Lf[x,...,x,] 
gehören. Ist Alz,,...,2,]) dann Al[z,,...,2,+1] wegen (I). Ist aber U[z,,...,2,], so ist 
L[213.-.,24]= T (zufolge Beh. 1), also wegen 2,+41€e7 und zufolge der Definition 
Nr.1. 5 auch Alz,-- .,2+1]. 


b) Beweis von Beh. 1: Vollständige Induktion $®). Für g=1 ist Beh. 1 richtig 
wegen (2.1.3.) fürr =0. Es sei Beh. 1 und damit (wegen a)) auch Beh. 2 richtig für 
q=1,...,n—1. Zu zeigen ist, daß aus U[x,,..„x,]) Uly,»-.-„y,Jund Alz,..,2%,,%;] 
für ı=l,..„n folgt: Z[2,..„z,]=Lly»--„»4,. Erstens: Wir betrachten 
T=L[x,.-..,%2,_,] (vgl. (2.1.1.)). Wegen Beh. 2 können in T nicht alle y,,.- -, y, 
enthalten sein, z. B. nicht y,. Dann ist also U[x,,...,2,_, y,]. Weil daneben U[x,,..., x, ] 
und Alz,.-.2%,,%,) so folgt aus (2.1.3.), daß Z[x,,..„a,]= L[x,:- 2,» %,) 
womit schon ein x, durch ein y, ersetzt ist. — Zweitens: Wir wiederholen die gleichen 


Schlüsse, indem wir Z[x,,. - -, 2,_., 4,] an Stelle von Z[x,,.. ., z,_,] treten lassen. Bei 


n—] 
geeigneter Numerierung der %,...,%,_, erhalten wir 

L[x,, ET I,’ Yy,) _ L[2,, er I 2 Y_v y,] 9 
also Z[x,,...,2,1= L[x, + %,_0 Yu 4.1), — Durch Fortsetzung dieser Schlüsse 
lassen sıch alle x, durch die y, ersetzen, w. Z. z. w. 


II. Alle Basen einer A-Mannigfaltigkeit T besitzen gleiche Länge. Äquivalente Basen 
haben stets gleiche Länge. (Folgt unmittelbar aus I.) 


Die allen Basen 5 von 7 gemeinsame Länge heiße Rang von T und von S, genauer 
A-Rang, in Zeichen: Rang (T) = Rang (5) = Länge von S. 

Der Rang von T ist die maximale Anzahl unabhängiger Punkte aus T und die minimale 
Anzahl von gewöhnlichen %) Punkten aus T, von welchen alle übrigen zu T gehörigen 
Punkte abhängen. 

II. Sind X = [x,...,«,) und Y = [y,,.. -, y,] irgendwelche unabhängige Systeme 
gleicher Länge q > 1, so gibt es für die y,,...,y, stets eine Anordnung Urn y, derart, 
daß [2-3 2, Yorp +» Y,] unabhängig ist für alleoe=1,..,.9—1. 

Folgt wie beim Beweise von I, Beh. 1. 

Sind insbesondere X und Y äquivalente Basen (der gleichen A-Mannigfaltigkeit T'), 
so ist daher auch [X,,- + +, X, Ki a y,] eine zu X und Y äquivalente Basıs. 

Zusatz. In diesem Zusammenhange erwähnen wir: Sind zwei unabhängige Systeme 
Ss = [2,:..,2,)h 8, =[y, -- -, y,] gleichen Ranges n gegeben, so kann man die y, 


so umnumerieren: S, = [Y,,-- -,,) daß y, nicht in Z[x,,.. a 2 .., x] liegt 


pet »+1? E 
(v=1,...,n), d.h. (unter Benützung einer später (Nr. 6. 1.) eingeführten Ausdrucks- 


weise) daß y, nicht in der der Ecke x, gegenüberliegenden Seitenmannigfaltigkeit des 


durch 5, definierten Simplexes liegt. — Der (rein kombinatorisch zu führende) Beweis 
mag hier unterdrückt werden. 


13) Bezüglich dieser Schlüsse vgl. z. B. van der Waerden, a.a. 0.11), S. 207. 
14) Vgl. Nr. 1. 5. 
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IV. Ergänzungssatz. Ist T=L[e,,...,2,), wo 2<g, so kann jedes System 
von r zu T gehörigen unabhängigen Punkten [y,,...,9,,1zr=sg-—1, zu einer Basis 
von T ergänzt werden und zwar durch Hinzunahme von g—r geeignet gewählten der 
.. Lg: 


Wird [y,,.. ‚4, etwa durch x 


Zar 
„419° 2, zu einer Basis ergänzt, so heiße [x , 1, + +, 
komplementär zu [y,...„y,]Jın T. 

Beweis. Es sind wegen I und U[x,,..., x] nicht alle x,,.. ., x, in L[y,.. 4, 
enthalten, also etwa U[y,-..,4,%,,,. Ist r+1<g, so führt Wiederholung des 
Schlusses zur Behauptung. 

V. Transitives Gesetz. Sind y,,...,4y, unabhängige Punkte der A-Mannig- 


faltigket T=L[x,..-, X]; so ıst L[y,, - - -, y,] in T enthalten. Für qg = r und nur dann 


ist L[y, --»4,)= T. 

Beweis. Zufolge IV kann T=L[y,.., Yun | angenommen werden. 
Wegen (2.1.1.) und I folgt die Behauptung. 

VI. Äquivalenzsatz. Ersetzt man in einem unabhängigen System 


el 


ein Teisystem T=[b,,...,b,] durch ein äquivalentes T'= [bi,...,b,|, gzZ1, so 
ergibt sich ein zu S däquivalentes unabhängiges System S’=[a,,.. .,a,,bi,..., bu]. 

Beweis. Wegen der Transitivität von = und wegen III kann angenommen werden, 
daß d, =bi,...,d,-1ı = bi. Nun sind b,,...,dg-1, d, zufolge (2.1.2.) und V ın 
L(S) enthalten, weil L(T) = L[b,,...,5b,] = L[b,,- . .,53] = L(T'). Wegen I. A ist 
daher nur noch U[a,,. . ., @,, d1, - - ., d,] zu beweisen. Wäre das nicht der Fall, so müßte 
wegen Ua, ., 4 d1:..,dg-ıl(vgl. (2.1.1.1)) gewiß 5b, und damit (vgl. V) L(7) 
in R=Lfa,...,4, bi:..,d,—] enthalten sein. Wegen L(T) = L(T’) wäre also auch 
L[b,,...,d,] und folglich (vgl. V) $ in A enthalten, im Widerspruch zu Ufa,, .. ., by]. 

Zusatz. Ist das unabhängige System 5 Summe der (unabhängigen) Systeme 
Sy: +.,0n, So ergibt sich bei Ersetzung von S, durch ein äquivalentes 5,» =1,...,n, 
ein zu S äquivalentes System, also: S, +. .-+$5,=5] +:::'+ 5,, falls S, = $,, 
el.d 

VII Ist S= [a,,.:: :, 4, diy...,dg Cy-»-, 6] mit r > O unabhängıg, so ist 

L(A) = Lf[a,,-- -, @] 

gleich dem Durchschnitt L(B)-L(C) von L(B)=Lfa,,...,a, b,...,d,] und von 
IE) a Ei... ee 

Beweis. Wegen (2.1.1.) ist Z(A)<_L(B)- L(C). Wir zeigen indirekt, daß auclı 
L(A) > L(B): L(C). Andernfalls nämlich gäbe es einen sowohl in Z(B), als in L(C), 
aber nicht in L(A) enthaltenen Punkt x. Es wäre also U[a,,...,a,, x]; daneben wäre 
x und damit (vgl. V) Z[a,,.. .,a, 2] in Z[a,,...,@,, dj, .,d,] enthalten. Nach dem 
Ergänzungssatze (IV) würde daher für g> 1 sein: 


a ee a Ad ie 


bei passender Numerierung der b,; für g = 1 wäre [a,...,4, 2] =[a,...,4,b,]. Zu- 
folge VE ist somit [a,, - - -, @y, Dar - » «4 Das Eys © = 01 Co] & [Gyr + + <) Orr Ly dan» Op Cyp+ + , Ca)5 BO 
daß (vgl. 2.1.1.4.) insbesondere Ufa,,.. .,@, Cy:---,C, 2]. Nun wäre andererseits x 
auch in L[a,,.. . ., @, €, - . ., &] enthalten, so daß Ala,, . - ., @, € - +, %a, &]. Widerspruch. 


15) Wegen (2.1.1.1.) sind [a,,...,ar], [di, - . -, da], [eı,. . .,cs] je unabhängig. 
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VII. Durchschnittsatz. Der (mengentheoretische) Durchschnitt D beliebig 
vieler A-Mannigfaltigkeiten A, B,... ist selbst eine A-Mannigfaltigkeit, deren Rang gleich 
dem Maximum der Längen der gleichzeitig in allen A, B,... enthaltenen unabhängigen 
Systeme ist. Also: 

Der Durchschnitt von A-Mannigfaltigkeiten ist die größte, in allen 
enthaltene A-Mannigfaltigkeit. 


Beweis. Nach Definition ist D< A. Daher ist die Länge l eines jeden Systems unab- 
hängiger Punkte aus D nicht größer als Rang (A). Es sei m die maximale unter diesen 
Längen /, ferner 5 =[d,,.. .,‚d„] mit Uf[d,,...,d„] und d,„eD, u=1,...,m. Dann ist 
aber jeder (m + 1)-te Punkt aus D abhängig von 5, also D<L(S5). Andererseits sind 
alle d,, weil in D, ın allen A,B,... enthalten; weil alle A, B,... A-Mannigfaltigkeiten 
sein sollen, muß auch Z($5) in allen A, B,... enthalten sein, d.h. /($S) <D—-L($S) =D. 


$ 3. Ergänzungen. 

3. 1. Mannigfaltigkeiten mod L’. Sind zwei Mengen B und (€ des Raumes [Y; A] 
eleich bis auf Punkte aus ZP, d.h. ist A— 2’ = C — IP, so bezeichnen wir B und C als 
eleich modulo Z®, in Zeichen: B= C mod Z°. Ist eine Menge M gleich mod Z® einer 
A-Mannigfaltigkeit Z, so nennen wir M eine A-Mannigfaltigkeit mod ZV. 


3.2. Konjugierte Punkte. Als konjugiert zu einem (gewöhnlichen oder singulären) 
Punkte a bezeichnen wir jeden Punkt z, für welchen A[a, x] gilt. Ist a singulär, so ist 
jeder Punkt zu a konjugiert. Ist a gewöhnlich, so sind unter seinen konjugierten jeden- 
falls alle singulären enthalten; die etwa noch vorhandenen gewöhnlichen konjugierten - 
Punkte heißen eigentlich konjugiert zum gewöhnlichen Punkte a. 


Beispiele. In B, bzw. B, (Nr.1. 4) gibt es zu jedem Punkt einen, von ihm ver- 
schiedenen konjugierten, nämlich den diametral gelegenen bzw. den singulären P,. 
In dem dem Beispiele B, entsprechenden [7; A]-Raume gibt es zu jedem gewöhnlichen 
Punkte x unendlich viele eigentlich-konjugierte; denn von jedem über Ä transzendenten 
Elemente x hängen alle Elemente von Ä(x) algebraisch ab, und es gibt unendlich viele 
derartige (nıcht über A algebraische, also) nicht zu X" bzw. zu ZL° gehörige Elemente 1%) 
bzw. Punkte. Hingegen besitzt in B,, B,, B;, Bes, B-, B, jeder Punkt nur sich selbst 
als konjugierten; diese [/7; A] genügen dem eine Verschärfung von (K) darstellenden 


Axıom (K*): Alz, 2) 2, = 2 


und enthalten demgemäß auch keine singulären Punkte. Die Beziehung des eigentlichen 
Konjugiertseins ıst eine Gleichheit; denn aus U[a,], U[a,], U[a;] und A[a,,a,], A[as, a; ] 
folgt A[a,, a3] bzw. L[a,] = L[a,] = L[a;] bzw. [a,] = [a,] = [a;] wegen Axiom (A). 

Ersetzt man in einem unabhängigen System irgendwelche seiner Punkte durch eigent- 
lich konjugierte, so ergibt sich ein äquivalentes System (vgl. Nr. 2. 2, VI). 

Durch Identifizierung der eigentlich konjugierten Punkte und Weglassung aller 
singulären erhält man bei im übrigen unverändertem A bzw. U aus jedem [77; A] einen 
[4/*; A], welcher (K*) genügt und als reduziert bezeichnet wird. Die Theorie der 
IH; A] wird also bei Ersetzung von (K) durch (K*) dahin geändert, daß alle auf 
singuläre und konjugierte Punkte sich beziehenden Aussagen wegfallen. Umgekehrt 
erhält man alle nicht-reduzierten [7; A]-Räume, indem man in jedem reduzierten 
jeden gewöhnlichen Punkt x ersetzt durch eine beliebige Menge von Punkten, die man 
als gewöhnliche und zueinander konjugierte erklärt, und ferner eine beliebige Punktmenge 


16) Vgl. dazu auch Haupt, a.a.0.11), S.251, Ziff. 8. 
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hinzufügt, die als Menge Z° erklärt wird; selbstverständlich unter gleichzeitiger ent- 
sprechender Erweiterung (vgl. Nr.3. 3) der Abhängigkeitsdefinition. 


Beispiel. Aus B, erhält man als reduziert einen zur (zweidimensionalen) projek- 
tiven Ebene (vgl. B,) abhängigkeitsisomorphen (vgl. Nr.3.4) Bereich [4; A]. 

Zusatz. In diesem Zusammenhange sei folgendes Erweiterungsproblem erwähnt: 
Auf der Menge aller nichtgeordneten Systeme von n Punkten aus // sei eine Beziehung 
A, erklärt, welche der in (2.1. 2.1.) enthaltenen Forderung genügt; dabei sein > 1 eine 
fest vorgegebene natürliche Zahl. Gefragt wird nach der Möglichkeit, A, zu erweitern 
zu einer Beziehung A für alle nichtgeordneten Systeme (aus //) beliebiger Länge, so daß 
A den Axiomen (K), (I) und (A) genügt. Zufolge Nr. 1. 3 genügt es, A, auf alle Systeme 
der Länge 1 Sp<n zu erweitern. Setzt man A[z,,-. -, Xp] — Anl - - -» pr Lp+ıy +» +, In 
für beliebige: Xp+1, - - -, %n, So genügt die so erklärte Erweiterung von A den Axiomen 
(K) und (I); die Frage, ob notwendig dann auch (A) erfüllt sei, ist offen; vgl. dazu die 
Definition der Beispiele B, und B, (Nr. 1. 4). In Verallgemeinerung von B, kann man 
fragen, ob folgendes Prädikat A, erweiterungsfähig im vorstehend dargelegten Sinne ist: 
Es sei H die Menge der Punkte des ?,, ferner n=3(k+1)(k +2), wk22 ganz, 
und A[lz,,- - -, &„] gleichbedeutend damit, daß x,,..., 2&„ auf einer algebraischen Kurve 
des Grades k liegen. (Für B, ist k = 2 und dann, wie gezeigt, die Erweiterung möglich). 

3. 3. Relativbegriffe. Abhängigkeüstreue Erweiterung. In irgendeiner vorgelegten 
Teilmenge E von H (d.h. für die Elemente von £) ist wegen der Erblichkeit der Axiome 
(K), (I) und (A) (Nr. 1. 2) ebenfalls eine diesen Axiomen genügende Abhängigkeit erklärt, 
welche in E mit der in # erklärten übereinstimmt. Es gıbt also £ Anlaß zu dem in [//; A] 
enthaltenen [E; A]. Umgekehrt kann man [/7; A] als eine Erweiterung von [E; A] 
auffassen, bei welcher die in E erklärte Abhängigkeit ungeändert bleibt: Abhängig- 
keitstreue Erweiterung von [E; A]. — Die A-Mannigfaltigkeiten aus [£; A] be- 
zeichnen wir als solche in E oder relativ E, auch als [E; A]-Mannigfaltigkeiten, 
kürzer als E-Mannigfaltigkeiten; in Zeichen: Lg. Sind die in [#7; A] unabhängigen 
Punkte e, v»—=1,...,n, in E enthalten, so sind sie auch in E unabhängig und umge- 
kehrt. Z[e,...,&"] = Lule,, - - -, a] bzw. Lgle,, - - ., @&"n] ist die von den e, in / oder 
[//; A] bzw. in E oder [E; A] aufgespannte A-Mannigfaltigkeit. 

Es ıst Lgle,, - - -, @&n] der (mengentheoretische) Durchschnitt von E mit Lale,, - - -, €]; 
also: Zele,...,&"]= E- Lule,.. .,en]; insbesondere ist Lg=E-L’, wo Ly bzw. 
LP die Menge der singulären Punkte von [E; A] bzw. [H; A]. Entsprechend ist eine 
[E; A ]-Mannigfaltigkeit mod E - LP darstellbar als Durchschnitt von E mit einer [/7; A ]- 
Mannigfaltigkeit mod LP. 

Als A-absolute Aussagen (Begriffe) bezeichnen wir solche auf Elemente eines 
[#; A] bezügliche Aussagen (Begriffe), welche gegenüber abhängigkeitstreuer Erweite- 
rung von [E; A] unempfindlich sind. Beispiel: Rang ($5). Nicht A-absolute Aussagen 
(Begriffe) heißen A-relativ, genauer z.B. [E; A]-Aussagen. Beispiel: Die durch 5 
(in E) aufgespannte A-Mannigfaltigkeit. 

3. 4. Isomorphie. Wir erklären [H; A] und [/7’; A’] als abhängigkeitsiso- 
morph, wenn H und H’ umkehrbar eindeutig so aufeinander abbildbar sind, daß, falls 
x, das Bild von 2, ist, v=1,...,n, aus Alz,, : - -, 22] folgt A'[x1, . . ., 23] und umge- 
kehrt. Abhängigkeitsisomorphe [H; A] werden von uns i. a. als nicht wesentlich verschieden 
betrachtet. 

3.5. ‚Systeme unendlichen Ranges. Schließlich bemerken wir, daß (mindestens) 
ein Teil unserer nachfolgenden Betrachtungen sich auch auf (wohlgeordnete) Systeme $ 


von beliebig (also evtl. auch unendlich) vielen Punkten bzw. auf A-Mannigfaltigkeiten 
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beliebigen Ranges ausdehnen läßt. Dabei bezeichnen !”) wir einen Punkt x als abhängig 
von S, wenn x zusammen mit einem endlichen Teilsystem aus 5 ein abhängiges System 
bildet, ferner bezeichnen wir als A-Mannigfaltigkeit jedes System (Punktmenge aus H), 
das jeden von ihm abhängigen Punkt enthält. Jedes System $ ist dann enthalten in einer 
über $ kleinsten A-Mannigfaltigkeit Z(5). Und $ heißt unabhängig (auch irreduzibel), 
wenn es kein echtes Teilsystem S’ von $ gibt mit Z($) = L($’). Für den Fall der Systeme 
aus endlich vielen Punkten stimmt diese Erklärung der Unabhängigkeit mit der ursprüng- 
lich (Nr. 1.2) gegebenen überein. Mit diesen Definitionen gilt auch für Systeme S von 
beliebiger Mächtigkeit z. B. der Satz (vgl. Nr.2. 2; IH), daß 5 ein unabhängiges Teil- 
system ‚S* enthält mit Z($) = L(S5*) und daß alle derartigen S* gleiche Mächtigkeit 
besitzen 1%). Da aber diese Ausdehnung unserer Ergebnisse auf Mengen unendlichen 
Ranges für unsere späteren Zwecke nicht erforderlich ist, werden wir sie nicht weiter 
verfolgen. 


$ 4. Rang beliebiger Mengen. Summen- und Durchschnittssätze. 


4. 1. Rang und A-Hülle einer Menge. Es sei T irgendeine nicht leere Teilmenge 
von //. Wir bezeichnen 7 als von endlichem (A)-Range, wenn die Längen der in 7 
enthaltenen unabhängigen Systeme beschränkt sind, und als Rang von ’T, in Zeichen: 
Rang (7), das Maximum dieser Längen. Dieser Rangbegriff ist absolut. Für A-Mannig- 
faltigkeiten 7 stimmt (daher) die eben gegebene Rangdefinition mit der früher gegebenen 
überein (vgl. Nr. 2. 2, II). Die leere Menge erklären wir als vom Range 0. Ist T= H 
von endlichem Range usw., so heißt auch [7; A] von endlichem Range. 

Bei Hinzufügung bzw. Wegnahme singulärer Punkte zu bzw. von T bleibt Rang (T) 
ungeändert; ferner 

Jede Menge vom Range Null ist Teil von LI. 

Ist T vom Range A, so enthält T außer singulären Punkten nur untereinander eigent- 
lich konjugierte Punkte. 

Es gelten folgende Sätze: 


I. Rang (T) ıst eine monotone Funktion von T, d.h. aus 7, <T, folgt Rang (7) 
< Rang (T,), falls Rang (7,) endlich ist. 


Il. Esseı T<E. Es ist Rang (T), wenn endlich, gleich dem Range der kleinsten 
T enthaltenden, mit Lg(T) bezeichneten A-Mannigfaltigkeit in E (d. h. des Durch- 
schnittes aller 7 enthaltenden [E; A ]-Mannigfaltigkeiten). Wir nennen Lg(T) auch die 
A-Hülle von T ın E. (Dieser Begriff ist A-relativ.) 

Beweis folgt aus Nr.2. 2, IV und VII. 

III. Zg(T) ıst eine monotone Funktion von T, d.h. Zg(T,)<Lx(T,), falls 7, < T,<E. 


4. 2. Basis. Äquivalenz. Jede Basis [i,,...,i,] von Zg(T), wo T<E, heiße 
eine Basis von 7T in E und insbesondere eine innere Basis, falls alle ,,o=1,...,g, 


zu 7 gehören. Aus der Definition von Rang (T') folgt: 


Jede Menge T von endlichem Range besitzt (mindestens) eine innere Basis. Jedes 
ganz in T gelegene unabhängige System (insbesondere also jedes aus einem gewöhnlichen 
Punkt bestehende) kann zu einer inneren Basis von T erweitert werden (vgl. Nr. 2. 2, IV). 


Kennzeichnend dafür, daß T eine A-Mannigfaltigkeit in E sei, ıst T = Ly(T). 

T' und T’” heißen (in Verallgemeinerung von Nr. 1.5) (A-Jäquivalent, in 
Zeichen: T'=z T”, falls L(T’) = L(T’'); insbesondere ist also T=L(T) = {t,,.. .„ty} 
falls [t,,...,?,] Basis von 7. Äquivalente Mengen besitzen gleichen Rang. 


17) Vgl. Haupt, a.a. 0.11), S, 588ff. 
18) Vgl. Haupt, a.a. 0.11), S. 592—594. 








sell 
Su 
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Notwendig und hinreichend für T'= T” ist, daß T’ und T’ eine gemeinsame 
(nicht notwendig innere) Basis besitzen. 

Unser Äquivalenzbegriff ist A-absolut. Ist nämlich T’’= T” in [H; A], mithin 
Lu(T')=Lya(T"), so auch ZLu(T')=E-Lya(T)=E:.Ly(T”) = Ly(T") (falls 7’ 
und 7’ in E enthalten sind); umgekehrt: Ist Z,(T’) = L;(T”), so besitzen 7’ und 7’ 
eine gemeinsame Basis (in E, also erst recht) in 7, so daß Zy(T’) = Ly(T”)). Wir 
können und werden daher auftretende rn meist auf |H; A] bezogen denken. 

Aus T,<T, und Rang (T,) = Rang (T,) folgt, daß T,=T,, also T,<L(T},). 
Ist dabei T, speziell eine A-Mannigfaltigkeit, so gi sogar T, = T. 

Beweis. Eine innere Basis [b,,...,d,] von T, ist auch eine solche von T,, daher 
L(T,) = L(T,) und T,<_L(T,). Daher ist 7T,S T, falls Z(7T,) = T.. 

Insbesondere folgt also aus T’<Q@<L(T), daß QO = T; denn Rang ( 
< Rang (L(T)) und Rang (7) = Rang (L(T)). Hinreichend für 7’ 
daß T’und 7’ sich nur um singuläre Punkte unterscheiden (7’ + T’— 

4. 3. Anwendungen. Wir zeigen: 


T) < Rang (0) 
T' ist ferner, 
2 


A > en LP). 


I. Voraussetzung. Es seı Rang (T) Zn>0. Ferner existiere in H ein gewöhn- 
licher Punkt x,, welcher in allen A-Mannigfaltigkeiten vom Range n enthalten ist, die eine ın 
T enthaltene Basis besitzen. 

Behauptung. Es ist x, in L(T) enthalten undn = Rang (T). 

Beweis. Ist Ulz,, ..., nl weT,v=1,...,n, so kann x, wegen neL*=L[x,,..., X] 
durch Hinzunehmen von n—1 geeigneten der x, zu einer Basıs von ZL* ergänzt 
werden (Nr. 2. 2, IV), etwa durch z,,.. ., 2„—ı- Für jeden beliebigen Punkt x 27 ist nun 
Alf - - -, &n—ı5 %y, X], weil andernfalls U[x,,. - -, &—ı, x] und x, nicht in ZL[x,, : : -, %n—ı, ©] 
enthalten wäre, entgegen der Voraussetzung. Daher ıt T<L[r,,..., 2-1, 2u]), also 
Rang (T) <&n und ZL(T) = L*. 

II. Sind x,,. . ., &. beliebige Punkte aus H, so gilt Rang ({x,,...,2„}) S m, wobei 
das Gleichheitszeichen kennzeichnend ıst für Ulx,,..., Zn]. 

Beweis. Vollständige Induktion. 

4.4. Summen- und Durchschnittsätze. Wir behaupten: 

I. Die Summe endlich vieler Mengen T,, v=|1,...,n, je von endlichem Range ist 
selbst von endlichen Range, und dieser Rang ist nicht größer als die Summe der Ränge der 
Summanden. 


Es gilt also die I. Rangungleichung 


(RI) Rang (T, +: - + T,)< X Rang (T,). 

Beweis. Ist L(T,) = L(B,), B, = [xY, : - ., |, r, = Rang (T,), setzt man ferner 
I*= B,+:--+ Bu, so ist 7* von ss, Range mit Rang (7T*) <£r, +: +r,. 
Ferner gilt LT, <_L(T*) und folglich 7, ++ 7„<L(T,)) +: + L(T,) < L(T*). 


Wegen Rang (L(7*)) = Rang (7*) folgt jetzt die Behauptung. 

Ia. Anwendung. Sind die Mengen T,, S, je von endlichem Range und ist T, = 8, 
v=1,...,n, so gü: T=T,+'':- tn =2S$=S, ++ 

Beweis. T und S sind (zufolge I) von endlichem Range, so daß Z(T) und (8) 
erklärt sind. Wegen T,<L(T,)<L(T) und $8,<ZL(8,) <_L(S5) sowie wegen 
AXT,) = L($,) gilt S<L(T) und T<L(S), also auch L($) <_L(T) <_L($), woraus 
WXT) = L($) und damit die Behauptung folgt. 

II. Für Summe und Durchschnitt irgend zweier Mengen T,, T. von endlichem Range 
gilt die II. Rangungleichung 


I7* 
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(R II) Rang (7,) + Rang (7T,) > Rang (T, : T,) + Rang (T, + T),). 

Beweis. a) Es genügt, (R II) für A-Mannigfaltigkeiten zu beweisen. Da nämlich 
T,<L(T))=L; ist, j=14,2, so st T,+T,<L,+l, T, T,<L, L, also 
Rang (7, + T,) < Rang (L, + L,), Rang (7, - T,) < Rang (Z, -Z/,). Außerdem ist 
Rang (7;) = Rang (L,), j= 1,2. Gilt also (R II) für die ZL,, so erst recht für die T.,. 

) u ei Ze ui. a Gel, a An: +), 
Rang (L,:-2,)=g (vgl. Nr.2. 2, IV), Rang (ZL,))=r;, j=1,2. Zufolge Ia ist 
+ ul re 4 RR > ARE 2” 

ze (+ le , ne S: 
daher Rang (L, + L,) = Rang (5) <£r, + rz,—g (wegen Nr.4. 3, IH). 

Ha. Es seien [x,,...@,]und [yı-- 9.) irgendwelche (abhängige oder unabhängige) 
Systeme aus H. Existiert dann ein gewöhnlicher Punkt z aus H mit A[z,,..., 2», 2] 
und Alyys - - -.Y,, 2), 50 gilt auch Alz,,.--, La Yen Y,]- 

Beweis. Da für Alr,...,%,] oder Alyı,..., %,] nichts zu beweisen ist, sei 
Ulla. %,] und Ulys--» Y,] angenommen. Setzt man X=L[x,..., 2]. 
Y=Ll[y,--.,%,)h so gilt z< X - Y, also wegen U[z] jedenfalls Rang (X- Y) >21. 
Aus II folgt daher: Rang (X) + Rang(Y)=p+g> Rang (X —+Y). Nun ist 
XH- Y wlan Yen Y,} —= M (zufolge Ia), also Rang (M) <p + g, woraus 
die Behauptung folgt. 

IIb. Es seien S,,...,S» Teilsysteme des unabhängigen Systems $S. Dann ist 
L(S,) -...- L($,) = L(S, Sg: ... Sp). 

Beweis. Es genügt, p = 2 zu erledigen, weil vollständige Induktion möglich ist. 
Ist 5, - S, nicht leer, so folgt die Behauptung aus Nr. 2. 2, VII. Ist aber 5, - S, = S", 
so gilt (wegen Ta und) weil $, + S, ein unabhängiges System ist: 

Rang (ZL($,) + L($,)) = Rang ($, + 55) = Rang (5,) + Rang (S,) 
—= Rang (L(5,)) + Rang (Z($,)). 
Zufolge IL ıst also Rang (Z(8,) - L(S,)) = 0, woraus L(S5,) : L(S,) = L’ = L($°) folgt. 


$S 5. Direkte Zerlegungen. 

5. 1. Voneinander unabhängige Mengen. Es seien E,j=1,...,n;,n>1, Teil- 
mengen aus H je von endlichem Range. Wir bezeichnen dann die E, als unabhängig 
voneinander, wenn 

Rang (E, +: + Eu) = Rang (E,) +: + Rang (E,). 
Dieser Begriff ıst ein A-absoluter. 

Anmerkung. Wir sagen „unabhängig voneinander“: Erstens, weil die hier gemeinte 
Unabhängigkeit von Mengen sich nicht auf eine einzelne Menge bezieht, sondern nur 
auf mehrere (d.h. mindestens zwei) Mengen. Zweitens, weil eine Unterscheidung gegen- 
über dem Begriff der Unabhängigkeit von Punktsystemen erforderlich ist. In der Tat 
können Punktsysteme „voneinander unabhängig‘ sein, während zugleich jedes einzelne 
der Systeme nicht unabhängig ist; da nämlich der Fall Rang (£,) = 0 für (einige oder) 
alle Z, zugelassen ist, so haben z. B. irgendwelche in Z enthaltene (einpunktige) Systeme 
[e,] als „unabhängig voneinander“ zu gelten, während zugleich die Systeme [e,] selbst 
nicht unabhängig sind (vgl. auch Ziff. II unten). 

Aus der Definition folgt: 

I. Sind E,,. - -, En unabhängig voneinander und die Ey41,..., Ex je vom Range 
Null, so sind auch die E,,..., En, Enz+ıy » » -, Ex unabhängig voneinander. Insbesondere 
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sind E’ und E’” unabhängig voneinander, sobald Rang (K£’) = 0 ist bei beliebigem F’’ 
von endlichem Range. 

II. Sind die e; gewöhnliche Punkte, so ist Ufe,,...,„] gleichbedeutend mit der 
Unabhängigkeit der {e;} voneinander. 

III. Die Unabhängigkeit der E,,j = 1,...,n, voneinander ıst gleichbedeutend mit 
der Unabhängigkeit von zu den E,; äquivalenten E}; voneinander, insbesondere also mit der 
Unabhängigkeit von Mengen 2; voneinander, wo B; eine Basis von E,; bezeichnet. Sind 


Y 
5) 


die E,„j = 1, .,n, unabhängig voneinander, so sind es auch die Zy(E;). 

Folgt aus Nr. 4.4, Ia. 

IV. Der Durchschnitt voneinander unabhängiger Mengen (speziell A- Mannigfaltıg- 
keiten) ıst in der Menge LP der singulären Punkte enthalten (speziell gleich LP). 

Beweis. Es genügt, den Durchschnitt nur zweier Mengen F,, E, zu betrachten. 
Zufolge Nr. 4. 4, II ist aber Rang (E, : E,) = 0, also E,:E, < LP (vgl. Nr.4. 1). Sind 
E, und Z, speziell Mannigfaltigkeiten, so ist ZP ın beiden enthalten, also gleich E, : E, 
(vgl. Nr. 3. 1). 


Zusatz. Mit E, und E, sind voneinander unabhängig auch E),— E, und E, sowie 
E, und E, — E, (wobei die Differenzen £, — E, usw. im mengentheoretischen Sinne zu 


verstehen sind). Denn E), = E,— E, wegen E,: E,< I. 

Bemerkung. Umgekehrt sind mod Z° fremde A-Mannigfaltigkeiten in E nicht 
notwendig unabhängig voneinander. (Beispiel: Es sei [/7; A] der euklidische A, und & 
die Summe zweier fremder, nicht komplanarer, paralleler Kreisscheiben.) Falls ın einem 
I[/7; A] irgend zwei mod Z° fremde A-Mannigfaltigkeiten auch unabhängig voneinander 
sind, möge [7; A] als A-vollständig bezeichnet werden. Die A-vollständigen 
Räume sind also dadurch gekennzeichnet, daß in ihnen für beliebige A-Mannigfaltig- 
keiten M,, M, gilt: 

(R) Rang (M, + M,) = Rang (M,) + Rang (M,) gleichbedeutend mit Rang (M, - M,) = 0. 


Unter den A-vollständigen Räumen sind insbesondere enthalten die etwa als A-projek- 
tive zu bezeichnenden und dadurch gekennzeichneten, daß für beliebige A-Mannig- 
laltigkeiten 7,, 7, gilt: 


(R*) Rang (7,) + Rang (7,) = Rang (7, + T,) + Rang (T, -T,). 


Es erhebt sich die Frage, ob bzw. unter welchen zusätzlichen Bedingungen ein [#; A] 
zu einem A-vollständigen oder zu einem A-projektiven abhängigkeitstreu erweitert 
werden kann; ferner die Frage, ob (R) und (R*) logisch gleichwertig sind. Die Verfolgung 
dieser Fragen soll einer späteren Arbeit vorbehalten bleiben. Wir bemerken aber schon 
hier, daß jeder A-vollständige Raum auch A-projektiv ist und umgekehrt. 


d. 2. Kennzeichnung der Unabhängigkeit. Eine solche ist enthalten im folgenden 

Satz. /st B, eine Basis von E,jJ=1,...,n, so sind die E, dann und nur 
dann voneinander unabhängig, wenn (die B,,..., B„ paarweise fremd '!%) sind und wenn) 
B=B,+:--+ B,„ ein unabhängiges System ist. Alsdann ist B eine Basis von 
FE, ++. + En 

Beweis. Wegen E; = B; ist die Unabhängigkeit der E, voneinander gleichbedeutend 
nit der der B; (Nr.5. 1, III). Ferner ist Rang (B) = - Rang (B;) dann und nur dann, 


falls (die 3; paarweise fremd 1%) sind und falls) 3 unabhängig ist (vgl. auch Nr. 4. 3, II) 
Schließlich ist BE, +: + Eu (Nr. 4. 4, Ia). 

'*°, Die Fremdheit zweier B, (bzw. S,) ist in dem Sinne zu verstehen, daß sie nur das leere System 
gemeinsam haben; einige der B, (bzw 5,) können mit dem leeren System identisch sein, 
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Folgerungen: 

I. /st Ei bzw. S; eine Teilmenge von E, (die auch den Rang Null besitzen darf) bzw. 
ein in E,] = 1,...,n, enthaltenes unabhängiges System, so folgt aus der Unabhängigkeit 
der E; voneinander die der E/, bzw. die (paarweise Fremdheit !%s) der S,,...,S„ und die) 
Unabhängigkeit von S, + "+ S,. 

Beispiele. 1. E}= E,- M, wo M beliebige Teilmenge von #. 2. Ist speziell 
IE; = {e;}, wo e; ein gewöhnlicher Punkt von E,, j=1,...,n, so ist [e,,-- -,@] unab- 
hängig, falls die #, unabhängig voneinander sind (vgl. Nr.5. 1, I). 

Beweis. Die Behauptung bezüglich der E7 folgt nach dem letzten Satze aus der 
bezüglich der S,. Zum Beweis der letzteren ergänzt man 5; zu einer Basis BD, von HE, 
(Nr. 2. 2, IV). Nach obigem Satze sind dann die B, paarweise fremd und BJ, +: +5, 
ist unabhängig; daher gilt das Gleiche für die S,; (Nr. 2.1.1.1). 

II. Mit Ey... E„ sind unabhängig voneinander auch E;,...,E;, wobei 
I|<jı <;<''<y)„,Sn,1<r<n. (Folgt aus I) 

III. Ist E=E,+::-+ E,„ miü voneinander unabhängigen E,„v=1,...,n, 
so gehört jeder gewöhnliche Punkt von E zu genau einem E,. 

Beweis. Mit E,,...,E„ sind z.B. E, und EZ, voneinander unabhängig. Daher 
E,-E,< L® (Nr.6. 1, IV). 

IV. /st E=E), + :::+ E„ mü voneinander unabhängigen E,, so ıst E, eine 
l.-Mannigfaltigket mod IP, d.h. Ly(E,)— E, enthält höchstens singuläre Punkte 
(voal,..48) 

Beweis. Zufolge Nr. 5.1, III sind auch die Z, = Lz;(E,) voneinander unabhängig. 
(räbe es nun z. B. einen in Z,— E, enthaltenen gewöhnlichen Punkt zx,, so wäre x,, wegen 
x,eE in genau einem E, enthalten (Nr.5. 2, III), wobei v=+#1, etwa v= 2. Somit 
wäre erst recht x,eZ,, und da auch x,eL,, so wäre @,&L, - Z,< LP (Nr. 5.1, IV). Wider- 
spruch. 

V. Es seien Ex, - - Ei) miti <g(r), r=1,...,t, irgendwelche g(1) +: + q(t) 
sämtlich untereinander verschiedene Mengen aus der Reihe der voneinander unabhängigen 
Mengen E],...,En. Dann sind de F,=E,+'''+ Era =1,...,t, ebenfalls von- 
einander unabhängig. 

Beweis. Die E,,--., E 
B,, eine Basis von E,,o=1,...,g(r), so sind die B,, paarweise fremd 1%) und es ıst 
B,=B.u+t'' + Bi) eine Basis von F,,r=41,...,t (Nr.5. 2, Satz). Ferner ist 
S=(B, +. +2 ta, tt Bat Hit +) unabhängig 
bzw. leer (Nr.5. 2, I). Folglich (Nr. 5. 2, Satz) sind die F, voneinander unabhängig. 


sind voneinander unabhängig (Nr.5. 2, II). Ist 


VI. Die Mengen E\,,..., En seien voneinander unabhängig; ferner sei B eine innere 
Basis von E=E,+:::-+ E,. Dann enthält jedes E, genau so viele Punkte von B, wie 
der Rang von E, beträgt, v=A,...,n. M.a.W.: Der Durchschnitt von B mit E, liefert 
eıne Basıs von E,. 


Beweis. Es sei r, = Rang (E,), also Rang (E) = r, + + r„ = Länge von B. 
Ferner sei q, die Länge des in E, enthaltenen Teilsystems 3, von B, mithn 0 <q, sr, 
v=41,...,n. Da B nur gewöhnliche Punkte enthält (Nr. 1. 5), soweit B nicht leer ist, 
so liegt jeder Punkt von Bin genau einem EZ, (Nr.5.2, III). Daher it B=B, +: '+B 
alo gg +'::+g,=r,+':':+r, woraus wegen 0<g,<Sr, die Behauptung folgt. 











stellu 
glei 
y — 


vers 


E,- 

Sum: 
Sum! 
heißt 


direl 
so Is 


—{(i 


von 





Haupt, Nöbeling und Paue, Über Abhängigkeitsräume. 207 


5. 3. Direkte Summe. Direkte Zerlegung. Wir bemerken im voraus: Zwei Dar- 
stellungen (Zerlegungen) E=E,+::: +, und E=F,+:--+F, von E heißen 
gleich (bzw. gleich mod ZP), wenn n=g und E,=F, (bzw. E,= F, (mod ZLP)), 
y=4A,...,n, bei geeigneter Reihenfolge der F, ist; andernfalls heißen die Darstellungen 
verschieden. 

Die Summe E,+:::-+ E,„ heiße A-direkt, kürzer direkt, wenn die Mengen 
Ey}. - -, En voneinander unabhängig sind. Haben die Summanden E,,..., £„ der direkten 
Summe E=E,-+:::-+ E,„ sämtlich positive Ränge und istn 2 2, so heißt die direkte 
Summendarstellung #= E,+:::—+ E„ eine (A-)Jdirekte Zerlegung von E. Dabei 
heißt n die Länge der Zerlegung. Diese Begriffe sind A-absolut. 

L.ItE=E, +: + E„eine Darstellung von E als direkte Summe, so gilt: 

1. Die E, sind paarweise fremd mod LP; 

2. Jedes E, ist eine E-Mannigfaltigkeit mod LP; 

3. Ist E eine H- Mannigfaltigkeit mod LP, so auch jedes E,. 

Beweis. 1. folgt aus Nr. 5.1, IV. — 2. folgt aus Nr. 5. 2, IV. — >. ergibt sich aus 
2. und der Definition der H- bzw. E-Mannigfaltigkeit (Nr.1.5; Nr.3.1; Nr.3.3). 
Es ist nämlich E, = E-Ly(E,), also, falls # = Ly(E), sogar 


E, = Lu(E,) : Lu(E) = Lu(#&,). 


II. Ist E, +: + E„ eine direkte Summe, so auch La(E,) +: + Lu(#,). 
Folgt aus Nr.5. 1, IH. 
IH. Ist E),+ + E,„ eine direkte Summe, so auch E, +++ E;, wobei 


1Sh < + <zan1i<r <a 
Folgt aus Nr.5. 2, I. 


IV. Ist E\, +: + E„ eine direkte Summe bzw. Zerlegung, so auch FR + + F,. 
wober F; = En;+1 +... 4+ Enizı widdean, <n. <<. <urmn ik. 


Folgt aus Nr.5. 2, V. 

V. It F=F),+:::+ Fu eine direkte Summe und F;= En+ı ++ En,,, eine 
direkte Summe für jedes i=1,...,n, wobei O=n, <n,;,<'.:<nu<Nr mn ist, 
soıstauch E=E),+:::—+ E, eine direkte Summe. 

Beweis. Wird r, = Rang (E,) und s; = Rang (F;) gesetzt, so gilt: 

Rang (E) = Rang (F)=s, +: +8 
= (r, + ...4+ "n5) + (n,+1 + :..4+ Tn,) +... + (rn +1 +... +n)=n+'' + 

VI. Voraussetzung. Es sei E, +: + E, eine direkte Summe und G eine Teilmenge 
vn E=E,+::'+ En 

Behauptung. 1. Es istG-E,+::'+G: E„ eine dırekte Summe. 

2. Falls Rang (E) = Rang (G), also E =G, so ist sgarG: E, = E, fürv=1,...,n. 

Beweis. A. Nach Nr.5.2, I sind die Mengen G,=G-E,(v=1,...,n) unab- 
hängig voneinander. — 2. Nach 1. ist Rang (G,) + : - + Rang (G„) = Rang (G). Aus 
Rang (G) = Rang (E) folgt also 


Rang (G,) + + Rang (G,) = Rang (E,) + + Rang (#,). 
Wegen Rang (G,) < Rang (E,) für »=41,...,n (Nr. 4. 1,I) ist also 
Rang (G,) = Rang (E,) für v=1,...,n. 
VO. Sind EE+:::+E„und FR, +:::+ Fı direkte Summen, ıst ferner 
EÄR+'--+E,=F,+::: + Fy, so ist auch P E,: F, eine direkte Summe. 


v=l,..,n 
„=l,...,% 
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Folgt aus Nr.5. 3, V und Nr.5. 3, VI. 

VII /st E=E, +: + E, eine direkte Zerlegung der Menge E und ıstr = Rang (E), 
so enthält jede E-Mannigfaltigkeit F mod L® von einem Rang g mtgq>r—n = min- 
destens g+n —rder Mengen Ek— LP, ..., E„— ID. 

Beweis. Da nach Voraussetzung jede Menge E&,(v»=1,...,n) einen positiven 
Rang r, besitzt und dr=r, +: +rnm ist, so gilt n<sr. Wegen F— I’<E 
st qg<sr (Nr.4.1,D. Es sei Sr = [f,,-- ., /] eine innere Basis von F und 
Sr: = [1 +: 3 fg @g+15 er] eine innere Basis von E (vgl. Nr.2. 2, IV). Zufolge 
N\r.5. 2, VI hat dann Z, genau eine Basis S, von E, mit Sz gemeinsam, so daß 
r, = Rang (E,) = Rang ($S,),, v»=41,...,n. Setzt man q,= Rang (S5,:5,), so gilt 
qg=4,+t:::+gq, (Nr.5.3, VD, dS,„<S, +: +9, ist. Wegenr=r, +: +r, 
folgt also r—qg= (rn —q4)+:::+(r,—q,)- Wegen r—g<n sind daher sicher 
n — (r—gq) der (r, —g,) gleich Null, etwa für »=1,....,n — (r—g). Wegen 
S,8,<-8, folgt aus r,—qg,=0, daß S,-5,=S,, also S,<S, und mithin 

E,— DI <Lpg(E,) = Lg($,) < Le(Sr) = F, 
da F eine E-Mannigfaltigkeit ist, v—=1,...,n — (r—g). 

IX. Voraussetzung. Es sı E=E,+:::+ E,„ eine direkte Zerlegung von E, ferner 
T, eine (nicht leere) Teilmenge von E,— L, v=1,...,n. 

Behauptung. Ls(T, +: -+T,)=Le(T,)+::: + ZLi(T.). Und dies ist 
ebenfalls eine direkte Zerlegung. 

Beweis. Indem wir zu inneren Basen der 7, übergehen, können wir 0.B.d.A. 
annehmen, daB 7,=S, = [x!,..., x] ein unabhängiges Punktsystem ist, v»—1,...,n. 


Sicher ist Ze(S,) +: + Zen) < LelS, +: + SI.) Wäre nicht auch 
Le(5,) + + Lxe(S,)>Le(S, ++ 5), so existierte ein nicht in Zg(S5,) ++ Lx($,) 
enthaltener Punkt x von Zx(Sı + + 5,), also mit 

Rang ({2, 2},..,20,..,2,..,m)) Se, +: +3, 


Da andererseits x ın einem #,, etwa in E,, jedoch nicht in Zz(S,) liegt, so ist 


Rang (ia, 2l,...,20})=s, +1 und (gemäß VI) 


Rang ({z, 2),..,20,..,8,...2%)) 
= Rang ({2, zl,.. ., 24}) + Rang ({z},..,22}) ++ Rang ({z},..., 2%)} 
—=1+sı +82 +'''+ 5. Widerspruch. 


X. Kennzeichnung der direkten Summen. Eine Darstellung E=E, +: +E, 
ıst dann und nur dann direkte Summe, wenn die Unabhängigkeit eines Systems S = [x,, . . ., 7x) 
von Punkten aus E gleichwertig ist mit der Unabhängigkeit eines jeden nicht leeren unter 
den Durchschnitten $S,= SE, von S mit E,„v=41,...,n. 


Beweis. Es seien die beiden in der Behauptung erwähnten Aussagen gleichwertig. 
Wählen wir dann als 5, eine Basis von E,, so muß also $= S, + --- + S,„ unabhängig 
sein, woraus nach Nr. 5. 2, Satz die Behauptung folgt. — Liegt umgekehrt eine direkte 
Summe vor, so folgt die Behauptung wieder aus Nr.5.2, Satz. 


XI. Direkte Zusammensetzung von Abhängigkeitsräumen. Ist 
H=H,+:::+ H,„ eine Darstellung des A-Raumes [7; A] als direkte Summe, so 
läßt sich [77; A] auffassen als eine gemeinsame abhängigkeitstreue Erweiterung der 
[4,;A,, v=1,...,n; dabei bezeichnet A, die durch A in H, induzierte Abhängigkeit, 
und die Menge aller singulären Punkte von F ist Summe der Mengen der singulären 
Punkte aller [7,; A,, v»=1,...,n. Sind daher umgekehrt zunächst nur die [HY,; A,] 
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gegeben derart, daß die Durchschnitte beliebiger der H, lediglich singuläre Punkte der 
H, enthalten, so kann man eine gemeinsame abhängigkeitstreue Erweiterung [/7; A] 
der [H,; A,] sozusagen durch direkte Zusammensetzung erhalten, nämlich folgen- 
dermaßen: Man setze 7 = H, +: --—+ H,„ und erkläre als singuläre Punkte von # alle 
und nur die Punkte, welche singuläre Punkte (mindestens) eines 7, sind. Schließlich 
erkläre man ein (beliebiges) System 5 von Punkten aus H als unabhängig, wenn (und 
nur wenn) der Durchschnitt von 5 mit H, ein unabhängiges System liefert für 
alle» =1,....,n, für welche $ - H, nicht leer ist. Die Rechtfertigung dieser Definition 
ergibt sich ohne weiteres aus der vorstehenden Kennzeichnung der direkten Summen 
(Nr.5. 3, X). 

5. A. Direkte Unzerlegbarkeit. Feinste direkte Zerlegung. Wir bezeichnen eine Menge 
E endlichen Ranges als (A-)direkt zerlegbar bzw. (A-)direkt unzerlegbar, 
wenn E mindestens eine bzw. keine direkte Zerlegung gestattet. 


Jede Menge vom Range Null oder Eins ist direkt unzerlegbar. 

Weiter gilt: 

I. Mit E ist direkt unzerlegbar auch jede Obermenge gleichen Ranges. 
Folgt aus Nr.5. 3, VI. 


II. Ist die direkt unzerlegbare Menge E von positivem Range und ist E dargestellt als 
direkte Summe E), +: + E„ min 2, so haben genau n—A der Mengen E,, etwa 
Es, ...., En, den Rang Null; und dann ist E, = E mod IV. 

Beweis. Von den Mengen E, kann höchstens eine einen positiven Rang haben; 
denn hätten etwa E,,..., En, wol <m=<n, positive Ränge, die restlichen (falls vor- 
handen) den Rang Null, so wäre E=E, ++ En-ıt (Ent :':+ En) nach 
Nr.5.3, IV eine direkte Summe mit Summanden positiven Ranges, also E direkt zer- 
legbar, im Gegensatz zur Voraussetzung. Wegen 


Rang (E,) + » -- + Rang (E,) = Rang (E) > 0 


muß andererseits mindestens ein E, einen positiven Rang haben. Wir dürfen also 
Rang (E,) = Rang (E) > 0, Rang (E,) = - - - = Rang (E,„) = 0 annehmen. Hieraus folgt 
aber E33, ++ E„<Z® und damit wegen E=E,+--:+ E, schließlich E\=E 
mod Z°. 


III. Nunmehr ergibt sich leicht der 


Satz von der feinsten direkten Zerlegung. Jede direkt zerlegbare Menge 
E gestattet eine direkte Zerlegung E=K,+:-:--+ K, mit direkt unzerlegbaren K, 
(v=41,..,n;nZz2). Diese K, und damit die Zerlegung selbst sind mod LP eindeutig 
bestimmt (bis auf ihre Reihenfolge). Die K, sind [E; A]-Mannigfaltigkeiten mod L’ und 
heißen die A-Komponenten von E. Die direkte Zerlegung von E in ihre A-Kompo- 
nenten ist diejenige größter Länge und zugleich die feinste direkte Zerlegung von E, d.h. 
Jede von ihr (mod LP?) verschiedene direkte Zerlegung von E geht mod L? aus ihr hervor durch 
Zusammenfassung von A-Komponenten. 


Beweis. 1. Daß mindestens eine direkte Zerlegung in direkt unzerlegbare existiert, 
folgt in bekannter Weise: Die Länge jeder direkten Zerlegung ist höchstens gleich dem 
Range von E. Es gibt also direkte Zerlegungen E=E,+:::+ E, größter Länge m 
2 <Sm<on); in einer solchen sind aber notwendig alle E, direkt unzerlegbar, weil 
ein direkt zerlegbares E, vermöge Nr. 5. 3, V zu einer längeren direkten Zerlegung Anlaß 
geben würde. — 2. Wegen Nr. 5. 3, VII kann es keine zwei mod Z? verschiedene direkte 
Zerlegungen größter Länge von E geben; zugleich ergibt Nr.5. 3, VII, daß die Zerle- 
gung in die X, die feinste direkte Zerlegung ist. 
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IV. Bemerkungen. 1) Bei direkt unzerlegbarem E können (und werden) wir gelegent- 
lich E selbst als seine einzige A-Komponente bezeichnen und E = E als (feinste) direkte 
Zerlegung von E. 

2) Ist die Länge der feinsten direkten Zerlegung von E gleich Rang (E), so ist (ent- 
weder E selbst direkt unzerlegbar oder es ist) jede A-Komponente vom Range 1 und 
mod Z° identisch mit der Menge der zu einem gewöhnlichen Punkte von E konjugierten 
Punkte von E. Man bezeichnet in diesem Falle £ auch als direkt total-zerlegbar. 


3) Ist E direkt zerlegbar und ist F eine Teilmenge gleichen Ranges wie E, so ist 
die Anzahl der A-Komponenten von F nicht kleiner als die von E (vgl. Nr. 5.3, VI). 


4) Man erhält jede direkte Zerlegung von E mod Z° aus der feinsten durch geeig- 
nete gruppenweise Vereinigung der A-Komponenten (Nr.5. 3, V). Ferner erhält man 
aus Jeder direkten Zerlegung E=E,+:::+ E, eine direkte Zerlegung E=E, + Ef, 
wo Ef= E,+ + E,„; dabei kann insbesondere E, eine A-Komponente sein. 

5)Istt E=E,+:::+ E,„ eine direkte Zerlegung von E, so sind die direkt unzer- 
legbaren unter den E, A-Komponenten von E. 


6) Jeder gewöhnliche Punkt z von E gehört zu einer A-Komponente von E, welche 
mod Z° eindeutig bestimmt ist (Nr. 5. 2, III). Diese z enthaltende A-Komponente £(z) 
von E ist mod Z die größte, und folglich ranggrößte, direkt unzerlegbare z enthaltende Teil- 
menge von E. 

Beweis. O.B.d. A. kann # als direkt zerlegbar angenommen werden. Wir betrach- 
ten die feinste direkte Zerlegung E=E,+:::+ E„ von E; wir können 0. B.d.A. 
setzen: E,= E(z). Es sei F ein direkt unzerlegbarer, z enthaltender Teil von E. 
Wegen der direkten Unzerlegbarkeit von F ist also (Nr.5. 3, VI und 5. 4, II) in 
F=F:.E, +: +F-E, sicher F=F:.E, mod ZP, d.h. F— LI’<E, d.h. F<E, 
mod LP. 

6a) Ist F Teilmenge von E, so gilt F(z) < E(z) mod Z?. 

6b) Hat die Teilmenge 7 der direkt zerlegbaren Menge E mit zwei A-Komponenten 


von E je (mindestens) einen gewöhnlichen Punkt gemeinsam, so ist 7 ebenfalls direkt 
zerlegbar. 


w 


5. 5. Kennzeichen für direkte Unzerlegbarkeit. 


I. Es sei T eine Teilmenge mit Rang (T) =t der direkt zerlegbaren Menge E mit 
Rang (E)=r>0. Es ist T dann und nur dann eine A-Komponente von E, wenn T direkt 
unzerlegbar ist mit t> OÖ und wenn E— T höchstens den Rang r —t besitzt. 


Beweis. Die Bedingungen sind hinreichend. Sind sie nämlich erfüllt, so gilt wegen 
Rang (E) s Rang (T) + Rang (E— T) (Nr. 4. 4, I) sogar Rang (E— T)=r—1t. Da 
E direkt zerlegbar und 7T<E direkt unzerlegbar sein soll, so gilt t <r, also r—t>(. 
Mithin ist Z= T+(E—T) eine direkte Zerlegung. Zufolge Nr.5. 4, IV, 5) ist 
daher 7T eine A-Komponente von E. — Die Bedingungen sind notwendig. Ist nämlich 
T eine A-Komponente von E (mit 0 <t<r), so existiert eine direkte Zerlegung 
E=K,+K,+::: + K, mit K,=T. Es ist also E= T+(E—T) eine direkte 
Zerlegung (Nr.5. 4, IV, 4). Daher ist r=t+ Rang (E— T), w. z. z. w. 

II. Die Menge E vom Range r > ist dann und nur dann direkt unzerlegbar, wenn 
für jede E-Mannigfaltigkeit Lz mod L? mit 1 s Rang (L;) <r gilt: 


Rang (Lg) + Rang (E— L,;) Zr +1. 


Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Ist nämlich E=E,+:::+ E, mit 
nz 2 eine direkte Zerlegung, so auch E=E,+(E—E,) mit 1 <Rang E,<r 
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(Nr.5. A, IV, 4). Dabei ıst Z,=Z eine E-Mannigfaltigkeit mod Z° (Nr.5. 3, I), 
ferner ist r= Rang (Z) + Rang (E—L)<r+1. — Die Bedingung ist notwendig. 
Ist nämlich Z eine beliebige Teilmenge von E mit Rang (Z) + Rang (E—L) <r und 
1 <Rang (L) <r, so ist wegen r= Rang (E) < Rang (Z) + Rang (E—L) sogar 
Rang (E) = Rang (L) + Rang (E—L). Also ist E=L+ (E—L) eine direkte Zer- 
legung. 

IIl. Eine direkte Zerlegung E=E, +: + E, ist dann und nur dann die mod IV 
feinste direkte Zerlegung von E, wenn folgende Bedingung erfüllt ist: 





Ist S, irgendein unabhängiges Punktsystem aus E,(v=1,...,n) mi 


0 <s= Rang (S,) +: - + Rang (5,) < Rang (£) =[r, 


so gt: 

(1) Rang (E es Lx(S, u + 5,)) > Fe R 

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Es sei etwa E, = E,, + Ejs eine direkte Zer- 
legung von E,. Dannistt E=E,+En»+Es +: +Ebzw F=Ea+Kr+'+K, 


eine direkte Zerlegung von E bzw. von F (Nr.5. 3, V). Nun sei S, eine innere Basis 
von E, für v=2,...,n bzw. von E, für v=1. Aus 
r = Rang (E) = Rang (£,,) + Rang (F) 

— Rang (E,,) + Rang (E,,) + Rang (E,) + - - » -- Rang (F;,) 
folgt dann wegen Rang (S,) = Rang (E,) > 0, v=2,...,n, Rang (5,) = Rang (#,,) > I 
und Rang (£,,)> 0 die Ungleichung 


0 < Rang ($,) + Rang (S5,) + : : : + Rang (5,) < Rang (FE), 
also 0 <s <r. Ferner gilt wegen /z(8,) = E, mod [für v=2,...,n bzw. Lx(S,) = Ey 
mod ZP (Nr. 5. 3, I) und wegen Zz(S5,) +: + Ze(S,)<Le(S, +4: + 95), d.h. 
E Lx(5} + tage E—(Lx(5)) ++ L2(8u))= E—(En+ B+ +i)=Eu 





mod ZP die Ungleichung: 
Rang (E— Lx(S, +: + 9,)) S Rang (E,,) er —s. 


Die Bedingung ist notwendig. Es existiere nämlich für jedes v=1,...,n ein unab- 
hängiges Punktsystem 5, aus E,, so daß 
(U) Rang (5,) +: + Rang ($S,) <r, 


aber nicht (1) erfüllt ist. Wegen (U) und 0 <s, = Rang (S$,) < Rang (E,) = r, sowie 
r= Rang (E) = Rang (E,) + + Rang (E,)=r,+:::+r„ muß dann für min- 
destens ein » gelten s, <r,; es sei etwa s, <r,. O.B.d.A. können wir S,,...,S„ als 
innere Basen von E,,..., E„ annehmen; ist dies nämlich nicht von vornherein der Fall, 
so erweitern wir S, zu einer inneren Basis von E, und bemerken, daß (U) in Geltung 
bleibt und daß (1) erst recht nicht erfüllt ist, wenn wir S, beibehalten und mit S, die 
Erweiterung zur Basis bezeichnen, so daß wir also E, = Lz(S,) mod ZP und ,=[r, 
haben für »=2,...,n. Aus der Ungültigkeit von (1) wollen wir jetzt folgern, daß 
E, = Lz(5,) + (E,— Ly($,)) eine direkte Zerlegung ist. Wegen 0 <s, <r, ist dazu 
nur Rang (E,) = Rang (5,) + Rang (E,— Lx(S,)) zu beweisen, also wegen 


r=n+s+' +, =n+ (s — Sı); 
d.h. r,=s, + (r—s), nur Rang (E,— Lx(S,))=r—s zu zeigen. Es ist aber 
E= (E,— L%S,))+ Lz(S,) +: + LelS.) = (Er LxlS1)) + LelSı ++ Su), 


letzteres wegen Nr. 5. 3, IX, wobei die beiden letzten Summenden fremd sind mod L°. 
28* 
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Somit ist einerseits (weil (1) als nicht erfüllt angenommen wurde) 
Rang (E, — Lx(5,)) = Rang (E— Le(S, +: +S,))Sr—s, 
andererseits 
Rang (E)=r< Rang (E,— Lx(S,)) + Rang ($,) + Rang (5,) + + Rang ($,), 
also Rang (Fk, — Lx($,)) 2r— s, w. Z. z. w. 


$ 6. Simplizes. Zerspaltungen. 


6. 1. Für unsere späteren Zwecke erweisen sich direkte Zerlegungen einer A-Mannig- 
faltigkeit als noch nicht ausreichend. Vielmehr ist es erforderlich, auch direkt unzerleg- 
bare Mannigfaltigkeiten noch weiter aufzuspalten. Diese „Zerspaltungen‘“ sind dann 
nicht mehr von der zur Darstellung der Mannigfaltigkeit benutzten Basis unabhängig. 
Zu ihrer Beschreibung erweist sich der Gebrauch von Bezeichnungen aus der kombi- 
natorischen Topologie als zweckmäßig; diese seien zunächst eingeführt. Wir betrachten 
neben einem unabhängigen Punktsystem 5 = [%,, . . -, 7m] aus [4; A] auch dessen Teil- 
systeme T=[2,,...,%,) wobeililsksn ist, und nennen $ ein (n — 1)-dimensionales 
Simplex, jedes 7 dagegen ein Seitensimplex oder eine (k — 1)-dimensionale Seite 
von 5. Im Falle k=1 bzw. 1 <k<n sprechen wir auch von einer Ecke bzw. von 
einer echten Seite (einem echten Seitensimplex) von S; ferner kann [zı,..., &;_ı, 
Kitlsee en] als die der Ecke x; gegenüberliegende Seite von S bezeichnet werden. 


Die A-Mannigfaltigkeit L(T)=L[x;,, . - -, Xi,] heiße eine Seitenmannigfaltigkeit 
des Simplexes S; im Falle k<n heiße sie echt, ferner werde Z[zı,.. ., %i_ı, Ziti,- . -, 2] 
als der Ecke x; gegenüberliegend bezeichnet. Ist E eine beliebige Menge von 
[7 ; A], so werden die E-Mannigfaltigkeiten Zg[x;,, - - -, 2i,] als Seitenmannigfaltigkeiten 


von S in E bezeichnet. 

Ist [X,,.. ., %] ein Sımplex und ist x ein gewöhnlicher Punkt von Z[x,,.. ., zu]. 
so ist für ein geeignetes ı der Punkt x nicht in der der Ecke x; gegenüberliegenden Seiten- 
mannigfaltigkeit enthalten (vgl. Nr.2. 2, VII). Ist der Punkt x aus Z[r,...,2] 
enthalten in der Seitenmannigfaltigkeit Z[x,,...,2„] von S, jedoch nicht in der 
Seitenmannigfaltigkeit L[z,,..., m) so ist [a Lg: +. Im) = [X X, - - -, m] und 
[2:4 u) I, 2 u) ER 2 EN. 

Jede Seitenmannigfaltigkeit Z(7T) vom Range Xk ist Durchschnitt derjenigen Seiten- 
mannigfaltigkeiten vom Range n —1, welche je einer der n—k nicht in 7 auf- 
tretenden Ecken gegenüberliegen (vgl. Nr.2. 2, VII). 

Das Simplex S=[x,,...,2„n] heiße ausgezeichnet bezüglich EZ, wenn E 
einen bezüglich $ allgemeinen Punkt enthält, d.h. einen gewöhnlichen Punkt von 
E, der in Z5(S), aber in keiner echten Seitenmannigfaltigkeit von $ enthalten ist. (Falls 
E = H ıst, kann man den Zusatz „bezüglich £° hier und im folgenden auch weglassen.) 
Ist x ein gewöhnlicher Punkt von E und ist S’ eine Seite kleinsten Ranges von S, so daß 
x in Lg(S$’) enthalten ist, so ist S’ ausgezeichnet bezüglich E. Übrigens ist $’ eindeutig 
bestimmt durch die Forderung, daß x bezüglich 5’ allgemein sei; ist nämlich x allgemein 
bezüglich S’ und S”, so liegt x auch in L($’- S’”) (Nr. 4.4, IIb), liegt also nur dann 
auf keiner echten Seite von S’ oder S’”, wenn $S’ = $’”. Wir bezeichnen daher $’ auch 
mit S, und nennen S, die zu x gehörige bezüglich E ausgezeichnete Seite von 9. 
Ist nun S* eine Seite von S mit zeLg(S*), so muß S,< S* sein, da alsdann xeLg($S; - S*) 
(vgl. Nr.2. 2, VII), also 5, 5* = S, gilt. Wir können somit sagen: 


Satz. Jeder gewöhnliche Punkt x von Lz(S) ist allgemein bezüglich einer einzigen 
Seite S, von S; dabei ıst die zu x gehörige ausgezeichnete Seite S, gekennzeichnet durch die 
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Eigenschaft, in jeder Seite 5 "von S enthalten zu sein, für welche xeLy(S’). Umgekehrt ge- 
hört zu jeder bezüglich E ausgezeichneten Seite S* von S$ (mindestens) ein bezüglich S* 
allgemeiner Punkt y von E, so daß also 5* = S,. 


6. 2. Neue Kennzeichnung der direkten Zerlegungen. 


Voraussetzung. Es se S = [2,,.. ., 2„] eine innere Basis der Menge E. Es sei 
$=S,+:'''+ 95; Summe der paarweise fremden, echten, nicht leeren Teilsysteme 
Sn... von S. 

Behauptung. Es ist Lg(S5,) + + Lxe(Sr) eine direkte Zerlegung von E dann 
und nur dann, wenn jede bezüglich E ausgezeichnete Seite von 5 in einem der Systeme 
Sy. ., 02 enthalten ist. 

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Wegen der Unabhängigkeit von S genügt 
zufolge Nr.5. 2, Satz der Nachweis, daß E= Lz(S,) ++ Ly(S;) mod LP. Zu- 
nächst ist Ze($S,) + + Lz(Sı)<E. Ferner ist E ın L(S) enthalten, da $ eine Basis 
von E sein soll. Ist nun x ein gewöhnlicher Punkt von E, so muß S,, weil ausgezeichnet 
in E, enthalten sein in einem der $,,.. ., S;, etwa in S;. Folglich ist r&eZ/g($S;) und mit- 
hin E<Lyg(S5,) ++ Le(Sr) mod ZP, woraus E = Ly(S,) +: + Lx(S,) mod I 
folgt. — Die Bedingung ist notwendig. Es sei nämlich $S’ eine in E ausgezeichnete 
Seite von S und y ein gewöhnlicher Punkt aus E mit $S’ = S, (vgl. Nr. 6. 1, Satz). Ist 
E = Lg(S,) ++ Lg(Sr), so ist y ın einem der Summanden, etwa in ZLz(S,), ent- 
halten, so daß {$,}< {$,} (zufolge Nr. 6. 1, Satz), w. z. z. w. 

6. 3. Ist das Simplex S = [x,, . ., 2„] nicht ausgezeichnet bezüglich der in Z($) 
enthaltenen Menge E positiven Ranges, so ist # Summe der Seitenmannigfaltigkeiten 
Lx(S;) vom Range n —1, wo S$; die x; gegenüberliegende Seite von S bezeichnet. 
Ist $; nicht ausgezeichnet bezüglich E, so ist Z5(S;) Summe der Seitenmannigfaltig- 
keiten vom Range n— 2 in E von $;, usw. Setzt man dieses Verfahren fort, bis man 
zu bezüglich E ausgezeichneten Seiten von 5 gelangt, so erhält man eine Zerspaltung 
von Ein Bezug auf das Simplex S; wir verstehen darunter eine Darstellung von 
E als Summe E = Lg(S,) +: + Lz(S;), wobei jedes der S,,...,5, bezüglich # 
maximal ausgezeichnet ist, d. h. eine bezüglich E ausgezeichnete Seite von S, welche 
nicht echte Seite einer (andern) bezüglich E ausgezeichneten Seite von S ist. Insbe- 
sondere ist also kein 5, Seite eines S;(£ # J;1,J =1,...,k). In unserer soeben konstru- 
ierten Zerspaltung treten überdies die sämtlichen bezüglich E maximal ausgezeichneten 
Seiten S,; von S bzw. die entsprechenden Zz(5;) als Summanden auf. Dies muß aber 
für jede Zerspaltung von E bezüglich $ der Fall sein. Zu jeder bezüglich E ausgezeich- 
neten Seite S’ von S$ gehört nämlich (mindestens) ein bezüglich S’ allgemeiner Punkt 
x von E; ist $’= S, maximal ausgezeichnet bezüglich E, so folgt aus zeLz(S”) [wegen 
Nr. 6. 1, Satz], daß {S,}< {$’'}, daß also entweder S, = $” oder $” nicht ausgezeichnet 
ist. Daher muß Zy,(S,) ein Summand der Zerspaltung sein, w. z.z. w. Wir haben so- 
mit den 


Satz. Für ein beliebiges Simplex S und eine in L(S) enthaltene Menge E positiven 
Ranges gibt es genau eine Zerspaltung von E bezüglich S. In ihr treten genau sämtliche 
bezüglich E maximal ausgezeichnete Seiten von S auf. 

Wir bezeichnen die eindeutig definierten Z-Mannigfaltigkeiten /5(S;) der Zer- 
spaltung von E bezüglich S als die Zerspaltungsmannigfaltigkeiten von E 
bezüglich S$. 

6. 4. Wir sagen, die Seiten S,,...,.S; des Simplexes bilden eine (S, und S, ver- 
bindende) Kette, wenn je zwei aufeinanderfolgende Seiten S; und S;;, mindestens eine 
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Ecke gemeinsam haben !?). Eine Menge M von Seiten des Simplexes 5 heiße zusammen- 
hängend, wenn je zwei Seiten aus M durch eine Kette von Seiten aus M verbunden sind. 
Ist Z= Lg(5,) + + Lx(S,) die Zerspaltung der Menge E in Bezug auf das 
Simplex S, so ist die Menge \ der Simplexe $,,. . ., $; Summe endlich vieler größter 
zusammenhängender Teilmengen N,,..., N, (k 21). Aus dieser Definition folgt sofort: 
Sind S; und S; zweı Simplexe von N, die zu zwei verschiedenen der Mengen N,,..., N, 
gehören, so sind S; und S, fremd. 


Sind 51,...,8%; die Simplexe der Menge N,;,, so nennen wir die Menge 


Le(S1) ++ Ly(S%,) eine Zerspaltungskomponente von E bezüglich S. 

6. 4. 1. Eine Beziehung zwischen Zerspaltung und direkter Zerlegung wird ge- 
eben durch den folgenden 

‚Satz. Ist E eine beliebige Menge positiven Ranges aus [H; A] und bildet das Simple. 
S eineinnere Basis von E, so sind die Zerspaltungskomponenten von E bezüglich S identisch 
mod L’ mit den A-Komponenten von E. 

Beweis. Es sei E=K,+:::+ K, die (mod Z° eindeutig bestimmte) feinste 
direkte Zerlegung von E (Nr.5. A, III). Setzen wir $,=S-KÄ,(r=1,...,n), so ist 
$S=S, ++ 5, mit paarweise fremden 5, (vgl. Nr.5. 3, IL 1) und Z/z($S,) = K, 
mod ZP (wegen Zx(S,) = Le(S5)  Le(K,) = E:K,=K,). Zufolge Nr.6. 2 ist daher 
jede bezüglich EZ (insbesondere maximal) ausgezeichnete Seite von S in genau einem 
S, enthalten, also jede Zerspaltungsmannigfaltigkeit in genau einem Zz(S,). Wegen 
der Fremdheit der $, ist sogar jede Zerspaltungskomponente in genau einer /;(S,) 
enthalten. Schließlich kann ein- und dieselbe Z/5(S,), z. B. X, = Lx($,), nicht mehrere 
Zerspaltungskomponenten enthalten. In der Tat: Da jeder gewöhnliche Punkt von Ä, 
zu (mindestens) einer bezüglich E£ maximal ausgezeichneten Seite von S gehört und 
daher in (mindestens) einer Zerspaltungskomponente enthalten ist, kann X, mod ZIP als 
Summe von Zerspaltungskomponenten Z, von E bezüglich 5 dargestellt werden. Es sei etwa 


K,h,=Z, +: ::+Z,mod I", 
ferner sei S,; = 8, :Z;. Zufolge Definition der Z; sind die S,; fremd; wegen 
SS, = 81 +°'''+ 3% ist daher Zg(S,) = Le(S;,) ++ LelSu) = K, 


eine direkte Summe (Nr.5.2, Satz). Wegen der direkten Unzerlegbarkeit von Ä, ist somit 
genau eine der Z/5(S,;), etwa Zg(S,,), nicht leer mod ZP. Dann sind aber die S,,, - - -, Sı, 
sämtlich leer mod Z°, also auch die Z,,.. . ., Z,, w. Z. Z.w. 


$S 7. Anhang. 


‘. 1. Ausgezeichnete Basen. Es sei 5 ein Simplex, welches zugleich eine (nicht not- 
wendig innere) Basis von E darstellt. Die Zerspaltung von E bezüglich $ besteht dann 
und nur dann mod LP aus einer einzigen Zerspaltungsmannigfaltigkeit, wenn 5 ausge- 
zeichnet ist bezüglich E; ın diesem Falle heiße 5 kurz eine ausgezeichnete Basis von 
E. Da das Vorhandensein einer ausgezeichneten inneren Basis einen für andere Zwecke 
besonders leicht zugänglichen Fall darstellt, sei darüber noch einiges bemerkt. 

Die Existenz einer ausgezeichneten inneren Basis ist hinreichend für die direkte 
Unzerlegbarkeit von E (Nr.6. 2). Daß sie ım allgemeinen nicht notwendig ist, ergibt sich 
aus dem 


19) Die Gesamtheit der Seiten (beliebigen Ranges) eines Simplexes bildet einen Graph, wenn ihr eine symme- 
trische, nicht-reflexive Relation (Relation des ‚„‚Benachbartseins‘‘) aufgeprägt ist, indem zwei Seiten als benachbart 
erklärt werden, sobald sie (mindestens) einen Eckpunkt gemeinsam haben. Vgl. K. Menger, Kurventheorie. Herausgeg. 
unter Mitarbeit von G. Nöbeling, Leipzig 1932, S. 221. 
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Satz. Für Mengen von einem (positiven) Range r<3 ist die direkte Unzerlegbar- 
keit notwendig und hinreichend für die Existenz (mindestens) einer ausgezeichneten inneren 
Basis. Hingegen gibt es direkt unzerlegbare Mengen vom Range r = 4, welche keine einzige 
ausgezeichnete innere Basıs besitzen. 

Beweis %). A) Fürr = 1 klar. — Es sei alsor = 2 und E = ZL[a,b]. Ist E unzer- 
legbar, so enthält # — (Z[a] + Z[b]) einen gewöhnlichen Punkt, welcher also allgemein 
ist bezüglich [a,b]. /m Falle r = 2 ist daher sogar jede Basis ausgezeichnet, wenn direkte 
Unzerlegbarkeit vorliegt. 

B) Schließlich sei r= 3 und E= Lf[a, b, ec] unzerlegbar. 

Il. O.B.d.A. kann [a,b,c] als nicht ausgezeichnet bezüglich E angenommen 
werden, so daß für jeden Punkt ze & gilt: Entweder zeL[a,b]oder zeZL[b, ce] oder zeZ[e, a]. 
Aus der Unzerlegbarkeit von #£ folgt dann: In mindestens zwei der Seitenmannigfaltig- 
keiten von [a,b, c], z.B. auf Z[a,b] und auf Z[b, ce], gibt es (gewöhnliche) Punkte x 
bzw. y von E mit U[x, a] und U[z, b] bzw. mit U[y,b] und U[y, e]; andernfalls würde 
nämlich für jedes zeE gelten: Entweder A[a, 3] oder A[b,e,z], d.h. es wäre E: 
L[a] + L[b, c], also E zerlegbar. 

II. Die in I. erklärten Punkte x, y liefern [c, a, y] als ausgezeichnete Basıs mit 
als allgemeinem Punkte bezüglich [e, a, y]. In der Tat: Zunächst ıst U[e, a, y]; denn 
aus yeLl[e, a] würde wegen yeL[b, c] folgen: yeL[e] = L[e, a]: L[e, b] (gemäß U[a, b, e] 
und Nr. 2. 2, VII), im Widerspruch mit Ufe, y]. Daher ist [e, a, y] Basıs von #. Ent- 
sprechend folgt U[e, a, x] wegen A[a, b, x], U[a, x] und U[a, b, ec]. Weiter ist U[a, y, x], 
weil andernfalls wegen (A) (Nr.1.2) aus Al[a,b, x] und U[a, x] folgen würde: A[a,b, y], 
was wegen Alb, c,y] zu A[b, y] führen würde (vgl. den Beweis für U[e,a,y] oben). 
Entsprechend folgt Ufe, y, &]. 

C) Für r=4 gibt es folgendes Beispiel einer unzerlegbaren Menge E ohne aus- 
gezeichnete Basis: Im euklidischen A, seien die Punkte a,,...,a, so gewählt, daß die 
durch a, und a;;ı, j = 1, 3,5, bestimmten drei Geraden parallel sind, aber nicht in der 
gleichen Ebene liegen. A sei die gewöhnliche lineare Abhängigkeit im Z/t,, also 
Al[a,, @3, Q3, a4] usw. Wir setzen E = {a}, 43, Ay, Ay, Az, Ag}, so daß E = Ly[a,, As, Q3, a; ] 
genau 22.3 = 12 verschiedene Basen besitzt. Die behaupteten Eigenschaften von E 
folgen durch leichte Diskussion der verschiedenen Basen, insbesondere folgt die Unzerleg- 
barkeit mit Hilfe von Nr.5. 5, II. 

Das Vorhandensein (mindestens) einer ausgezeichneten Basis zieht das anderer 
solcher Basen nach sich. Es besteht nämlich der 


Satz. Die Menge E von positivem Range r besitze mindestens eine ausgezeichnete 
innere Basis. Dann existiert zu jedem gewöhnlichen Punkte x von E eine innere (aus- 
gezeichnete) Basis B, von E, bezüglich deren x allgemeiner Punkt ist. 


Beweis. Es sei S = [e,, . . ., e,] eine ausgezeichnete innere Basis von E. O.B.d.A. 
können wir annehmen, daß die zu x gehörige Seite $, von S höchstens vom Range r— 1 
und daß S,= [e,..„aJlit 1<k<r). 

Nun sei e,;ı ein bezüglich $ allgemeiner Punkt von £. Da e,., auf keiner echten 
Seitenmannigfaltigkeit von $ liegt, ist Ufe,,.. .,&, +1]. Wir zeigen, daß z. B. 
B,= [ey .. ., &, +1] eine Basis im Sinne der Behauptung ist. In der Tat: Zunächst ist 2, 
innere Basis von E. Setzen wir L; = L[e, . : „ &_1, rn: sn 1b J =. 3r +1, 
und Z, = L(S,), so gilt (gemäß Nr. 2. 2, VII): 

(1) L,: „= Lie... .,&] bzw. = Lfe, -: „en 41 +++, &] 


je nachdem k<j<r-+1 bzw. 2 <j<sk. 


?0) Statt L£[...] bzw. direkt-unzerlegbar schreiben wir hier kürzer L[...] bzw. unzerlegbar. 
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Da aber x allgemein ist bezüglich $,, so kann x zufolge (1) nicht in Z, - Z, enthalten 
sein, also (weil xeZ,) auch nicht in Z,j=2,...,r +1. Somit ist x allgemein bezüg- 
lich B,, w. zZ. z. w. 

. 2. Die [H; A]-Räume als Verbände °‘). Aus jedem reduzierten [H; A]-Raum 
läßt sich folgendermaßen eindeutig ein Verband V gewinnen. Die Elemente a, ß,... 
von V sollen ein-eindeutig den A-Mannigfaltigkeiten endlichen Ranges entsprechen. 
Als Verknüpfungen v bzw. n zwischen den Elementen von V werden erklärt: & u ß 
bzw. «x n ß entspreche der A-Hülle bzw. dem (mengentheoretischen) Durchschnitt der 
den x bzw. ß zugeordneten A-Mannigfaltigkeiten. (In der Tat entspricht dann & u 
bzw. x n ß der kleinsten bzw. größten x und ß enthaltenden bzw. in & und ß enthaltenen 
A-Mannigfaltigkeit; vgl. Nr.4. 1, II bzw. Nr.2. 2, VIII.) Die Verbandsaxiome sind 
erfüllt ??). Den Punkten von H entsprechen in V ein-eindeutig die (von uns so genannten) 
Primelemente von V, d.h. diejenigen, welche keinen nicht leeren, echten Teil enthalten. 
Den A-Hüllen gegebener Punkte x,,..., x, entsprechen die von uns als z-Verbindungen 
2, UV :°*:u7% bezeichneten Verbindungen der den x, zugeordneten Primelemente z,, 
v—=41,...,n; es heiße n die Länge dieser z-Verbindung. 

Zufolge Nr.2. 2, T ist [x,,-- -, &„] dann und nur dann unabhängig, wenn die ent- 
sprechende x-Verbindung unverkürzbar ist, d.h. wenn keines der z, in der aus den 
übrigen gebildeten z-Verbindung enthalten ist, v»—=1,...,n. Abhängıgen Systemen und 
nur solchen entsprechen verkürzbare, d.h. nicht unverkürzbare, r- Verbindungen. 
Schließlich entspricht der Darstellung einer A-Mannigfaltigkeit als A-Hülle einer Basıs 
ein-eindeutig die Darstellung des zugehörigen Elementes « von V als eine unverkürzbare 
Verbindung: x = n, vun; kürzer: Unverkürzbare rz-Darstellung von a. 

Unser Verband V ist nun speziell ein A-Verband, d.h. er genügt folgenden zu- 
sätzlichen Forderungen ®), die unmittelbar aus der Definition des reduzierten [/7; A] 
und der A-Mannigfaltigkeit, sowie aus Nr. 2. 2, I gewonnen werden. 

F,. Es besitzt V die leere Menge als (einziges) Nullelement (kleinstes Element). 
Es gilt die absteigende Kettenbedingung *). 


F, It =n,v::- vn, eine unverkürzbare r-Darstellung von «, so gilt: 
F,)-. Ein Primelement x ist dann und nur dann in «& enthalten, wenn 
2, Vv ++ vn, vu z verkürzbar ist. 


F35. Ferner ist jede mit irgendwelchen Primelementen aus & gebildete z-Verbindung 
verkürzbar, falls ihre Länge größer als n ist. 

F;. Jedes Element von V besitzt eine unverkürzbare r-Darstellung. 

Wir haben zu zeigen, daß auch umgekehrt jedem A-Verband V eindeutig ein 
reduzierter [/7; A]-Raum sich zuordnen läßt. Dazu erkläre man die Punkte des letzteren 
als ein-eindeutige Bilder der Primelemente von V; solche gibt es wegen F, (bei nicht 
leerem V) immer. Jedem nichtgeordneten System von Primelementen ist damit ein- 


21) Über die Lehre von den Verbänden vgl. H. Hermes und G. Köthe, Die Theorie der Verbände, Enzyklop. 
d. math. Wiss. 1, 2. Aufl., Art. 13, sowie die dort angegebenen Schriften. Durch Herrn G. Köthe werden wir freund- 
licherweise noch auf die im Septemberheft 1938 des Duke math. Journ. (4 (1938), S. 455468) erschienene Arbeit 
von S. Mac Lane, A lattice formulation for transcendence degrees and p-bases, aufmerksam gemacht. Herr Mac Lane 
beschäftigt sich (unter anderem) mit der verbandstheoretischen Formulierung des Abhängigkeitsbegriffes im Sinne der 
van der Waerdenschen Axiome (vgl. Fußnote 11); entsprechendes ist nachstehend für unsere Abhängigkeits- 
räume durchgeführt. Im übrigen liegt das Schwergewicht der Untersuchungen von Herrn MacLane auf anderen 
Fragen als denjenigen, welche in den vorangehenden Entwicklungen dieser unserer Arbeit verfolgt wurden. Wir ver- 
weisen auf die Mac Lanesche Arbeit und die dort angegebene Literatur. 

22) Vgl. a.a.0. 21), Art.2, 

2) Für die Auswahl dieser Forderungen war die Rücksicht auf kurze und anschauliche Formulierbarkeit 
maßgebend, nicht die Rücksicht auf möglichste Schwäche. 

4) Vgl. a.a. 0.21), Art.3. 
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deutig ein System von Punkten zugeordnet, dessen A-Hülle rückwärts eindeutig die 
r-Verbindung der Urbildprimelemente entspricht. 

Erklärt man jetzt die Abhängigkeit bzw. Unabhängigkeit der Punkte von [H; A] 
mit Hilfe der Verkürzbarkeit bzw. Unverkürzbarkeit der zugeordneten z-Verbindungen 
(vgl. oben), so sind zunächst die Abhängigkeitsaxiome erfüllt. In der Tat: Das Koinzi- 
denzaxiom besagt nur, daß x, v z, verkürzbar ist, und das Induktionsaxiom, daß mit 
71, vum, auch 7, v --- un; v m verkürzbar ist für jedes Primelement x aus V; 
beides folgt aber unmittelbar aus der Definition der Verkürzbarkeit. Das Austausch- 
axiom schließlich ıst gleichbedeutend damit, daß aus der Unverkürzbarkeit von 
7,0" u7n, sowie der Verkürzbarkeit von z, vum un’ undvon mv umun” 
die Verkürzbarkeit von u. um ur un” folgt. Aber wegen F,, gehören 
= und x’ zua=n,u---ur, woraus wegen F,, die Behauptung folgt. Man 
kann also mit der Menge der Primelemente von V als Raum // einen Raum 
[4; A] bilden, wobeı zufolge F,, und F, sowie zufolge der Definition der A-Mannig- 
faltigkeiten die Elemente von V den Mannigfaltigkeiten in [//; A] ein-eindeutig ent- 
sprechen. Ordnet man schließlich der zwischen den Elementen von V erklärten ®°) Be- 
zeichnung < die Beziehung Untermenge-OÖbermenge in # zu, so entspricht wegen Nr. 4. 
1, H und Nr.2. 2, VIII der Verknüpfung v bzw. rn von beliebigen Elementen von V 
die Bildung der A-Hülle bzw. des Durchschnittes der entsprechenden A-Mannigfaltig- 
keiten in [4; A]. 

Zusammenfassung. Reduzierte [H; A]-Räume und A-Verbände entsprechen 
einander ein-eindeutig, wenn man Punkte und Primelemente, Abhängigkeit von Punkten 
und Verkürzbarkeit der zugeordneten n- Verbindungen einander entsprechen läßt. (lsomorphe 
Verbände sind dabei als nicht verschieden betrachtet; ebenso A-isomorphe [/7; A ]- 
Räume.) 

Wir bemerken noch, daß die A-Verbände im allgemeinen nicht modulare (Dede- 
kindsche) Verbände sind. Zum Beweise genügt die Angabe eines reduzierten [//; A] 
und ın ihm dreier Mannigfaltigkeiten, deren Bilder «, ß, y, wobei x < f, im zugehörigen 
A-Verbande der Ungleichung x v (yr ß) # (x vu y) n ß genügen. 

Beispiel. [H; A] sei der euklidische AR, mit Abhängigkeitsbegriff im Sinne der üb- 
lichen linearen Abhängigkeit. x sei das Bild eines Punktes ?; das Bild einer Ebene e, 
in welcher P liegt; y das Bild einer Geraden g, welche parallel (fremd) ist zu e. Hier ist 
ynPß leer, also xu (yrnß)= x. Andererseits ist x v y das Bild der linearen Hülle 
von P und g, d.h. der Ebene e’ durch P und g; somit ist (x v y) n ß das Bild des Durch- 
schnittes von e’ mit e, d. h. der Geraden g’ parallel zu g durch P. Aber P # g’, w. z. z. w. 

Schließlich bemerken wir, daß auch jeder nicht-reduzierte [H; A]-Raum eindeutig 
einem A-Verband entspricht (aber nicht umgekehrt); man hat nur entsprechen zu lassen 
der Menge L° von [H; A] das Nullelement von V und der Menge aller zu einem gewöhn- 
lichen Punkte konjugierten Punkte von [H; A] ein Primelement von V vgl. (auch Nr. 3.2). 


25) Vgl. a.a.0. 21), Art. 2, 


Eingegangen 25. März 1939. 
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Zur Cesäro-Pickschen Geometrie. 


Von Gerhard Kowalewski in Prag. 





Bei jeder r-gliedrigen Transformationsgruppe 
dran) nd) pPt+ ng, 
deren Liesche Determinante 


5 MM Mr 


S, N, N, Be Nr | 
nicht identisch verschwindet, gibt es eine Gesäro-Picksche Geometrie !). Diese Geo- 
metrie benutzt zur Festlegung eines Punktes x*, y* seine Relativkoordinaten u, v in 
Bezug auf ein Kurvenelement E von (r— 2)-ter Ordnung. Kartesische und Relativ- 
koordinaten hängen durch eine Transformation der Gruppe zusammen, und zwar ist 


(1) (u,v) = (e”, y')Ty' . 
u, v fallen mit x*, y* zusammen, wenn das Bezugselement E ın das Anfangselement E\, 
übergeht. Das Anfangselement muß so gewählt werden, daß es die Liesche Determinante 
nicht zum Verschwinden bringt. Es gibt dann für jedes Element E, das sich in einer 
gewissen Nachbarschaft von FE, hält, unter den Transformationen 


: 2 
(2) 2777 2: Suse 


eine und nur eine, die E, in E überführt. Sie wird mit 7%, bezeichnet und ihre Um- 
kehrung mit 7%. 

Xf ist in Formel (2) die Abkürzung für 

mp trar ten + + 

also für die (r — 2)-te Erweiterung von Ic (&,p + n,9), und f eine willkürliche Funk- 
tion von X, Y%, Yy +++, 4,_., ferner f dieselbe Funktion von ä&, 9, Ya a Fe 

Die durch (1) definierten Relativkoordinaten sind Invarianten des Punktes x*, y* 
und des Bezugselements E. Geht man von E zu einem neuen Bezugselement E über, 
so folgt aus (1) und aus 

A) (3, d) = (a’, y’)T, 
die Transformationsformel der Relativkoordinaten, auch Identitätsformel genannt, weil 
derselbe Punkt x*, y* auf verschiedene Elemente E, E bezogen wird. Diese’ Formel 
lautet 


(3) (2, d) = (u, v)T,T,. 


!) Vel. G. Kowalewski, Allgemeine natürliche Geometrie und Liesche Transformationsgruppen, Berlin 1931. 
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r Tz ist eine Transformation der Gruppe. Sie bleibt dieselbe, wenn man £ und F 


durch (E)S und (E)S ersetzt, wobei 5 der Gruppe entnommen ist. Läßt man $ insbe- 
sondere mit 7% zusammenfallen, so wird (E)S$ = E, und (3) nimmt folgende Gestalt an: 


* a zen E, - 
(3*) (2,5) = (u Te. 


Als Parameter der Transformation erscheinen hier die kartesischen Koordinaten des 
Elements (ETF. Sie sind, wie ein Blick auf (1) erkennen läßt, die Relativkoordinaten 
von E in Bezug auf E. 

Das Hauptinstrument der Gesäro-Pickschen Geometrie ist die infinitesimale 


Fassung der Identitätsformel, die sich aus (3*) ergibt, wenn man annimmt, daß E und # 
unendlich benachbarte Elemente einer Kurve & sind. Diese spezielle Identitätsformel, 
auch ohne jedes Beiwort Jdentitätsformel genannt, lautet 


&0 7 7 u.a Mr ER vs 
(4) “ER E ie. 
df 
ii pP pP... 1 / —— 
Te nee Ju = 


Der obere Index 0 bedeutet den Übergang zum Anfangselement, das die Koordinaten 
a, y,9,...,%%_, hat. / und do sind die Differentialinvariante und das Bogenelement, 


geeicht auf E,, d. h. so gewählt, daß sie sich beim Übergange zu E, auf y,_, und dx redu- 
zieren. Schließlich sind W;f,..., W,f die Symbole 


6 0 c 2 
&,lu, 0) au + nılu, va. ‚Erlu, v) ou 5 ZAUR v)a- 


Ein bequemer Weg zur Gewinnung der Identitätsformel (4) ist dieser: 
Man stellt zunächst folgende Gleichungen auf, die vorbereitenden Gleichungen, wie 


ich sie nenne: 


of ° 

070 _| 0‘ u PR; 0 ss 0 u ' ) ar 

&0 ae 0 9 - 0 0 oO 0 a De ( R cf + , ( )) cf 

rP = n,9 5 + N,r—3 T,_3 Eu N,r—2 I,_2 —» U, 0), , u, ! en 
d/ 


PR ut a 


Setzt man die aus den r ersten Gleichungen berechneten Werte p°, q",...,gq° , in die 
letzte Gleichung ein, so erhält man die Identitätsformel (4) in der Gestalt 
df 
do 
Durch zweckmäßige Wahl des Anfangselements läßt sich der Rechnungsaufwand auf 
ein Minimum herabdrücken, wie wir bei der Durchmusterung der in Betracht kommenden 
Gruppen sehen werden. Im Vergleich zu den mühevollen Integrationen, die E. Nohel 
seinerzeit durchführen mußte 2), bedeutet mein Verfahren einen erheblichen Fortschritt. 
Wenn man u, v durch x, y ersetzt, so verwandeln sich die Symbole Wıf, Wyıf 
in Xıf, Xırf. Aus Xıf, Xjıf läßt sich nach einem alten Satze?) von mir durch fortgesetzte 


(4*) = Wif + IW if. 


®) E. Nohel, Zur natürlichen Geometrie ebener Transformationsgruppen, Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. Wien, 
Math. Naturw. Klasse, 123 (1914), S. 20852115. 
®) G. Kowalewski, Les groupes plans & deux transformations infinit6simales fondamentales, Comptes rendus 


Paris 180 (1925), p. 486—488, 
99* 
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Anwendung der Klammeroperation die ganze Gruppe aufbauen. Ich kann dieses Er- 
gebnis jetzt noch etwas vervollkommnen. Es genügt nämlich, wie sich zeigen wird, immer 
wieder mit X,f zu klammern. Alle Gruppen mit von Null verschiedener Liescher Deter- 
minante zeigen also folgenden Aufbau: 

(5) Xıf, Alf, (X X), (Xı(Xı Xı))» .... 
Xıf, Xrıf nenne ich die Stammtransformationen der Gruppe. Konstante Faktoren, die 
man ihnen beigibt, sind belanglos. 

Wir werden nunmehr für alle Gruppen der Ebene, die eine nicht verschwindende 
Liesche Determinante haben oder, wie ich sage, elementtransitiv sind, die Stammtrans- 
formationen bestimmen und das Strukturgesetz (5) bestätigen. 


Aufstellung von Stammtransformationen für alle elementtransitiven Gruppen der Ebene. 


Von den zweigliedrigen Typen 








P,q\; pP, 2Ppr4q4 


können wir absehen. Es bleiben dann noch 22 Gruppen zu behandeln ®). 























1. Ip, , z2p+ (2 + y)gql. 











Erweiterte Symbole: 
pP, ap+ (at y)gt N: 


Liesche Determinante: 


Ss Or» 


0 
1 
+ 

Anfangselement: 


Vorbereitende Gleichungen: 


o_4 3 WE nd 
Pay’ u Bu tm+ 9, 
d 
P+ =, 
Identitätsformel: 
| df of |, , 2) 
Fe Ted u Be ” 


Stammtransformationen: 


Xl=Pp, XKuıf=rp+ (+ y)q. 
Aufbau: 


(XAı)=Pp+4g. 
2. Ip, zp +4, I2p+2gl. 














Erweiterte Symbole: 


pP, ap +9 — Ya Jap +il—ayı)qı- 
Liesche Determinante: 
1 0 0 | 
ii: 1 —y |=1. 
432 = A—ıayı 


') Vgl. G. Kowalewski, Einführung in die Theorie der kontinuierlichen Gruppen, Leipzig 1931, S. 31öff. 








| 
’ 
i 
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Anfangselement: 
20 Fu0, K=d. 
Vorbereitende Gleichungen: 


of of , cf 1 of. of 
0 — __ —— — _ 0 — ‚2 en. 
F ou” 7 rg 7 2 " ed 7 
df 
0 _ 
PrM-—z 


Identitätsformel: 


Stammtransformationen: 


Al=p, Af=tp+m. 
Aufbau: 





B. Ps 9195, ++, ©s+19| (Ss > 0). 











O4, +, 941 bilden ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung 
(*) ats) — Cyw®) + .:.:..:.460. 


Erweiterte Symbole: 


u... Ei Eee ee ee FE LER 8 


©, o Br or 
— ke (k # 0) 

d (s) 

Pr Psrı + 


2=0, VI, P=9.,yV=0. 


- 
pP 4 o(O)P +0) 2 ++ a0) = (u) 4 
0, OP + oO ++ 0m 0) = 0, L, 
Im —Ü 
ee, do’ 

Identitätsformel: 

df of © 

de Mur Tog(u) ov 
wobei 

f (0) ... 6-0) w,(u) 

lu) = T | . . . ; , 
| ©,,,(0) ... „eZD(O) wo, (4) 


Stammtransformationen: 
Xl=P, Auf = wu(r)g: 
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©4(x) ist diejenige Lösung der Differentialgleichung (*), die für &= 0 nebst ihren Ab- 
leitungen bis zur (s—1)-ten Ordnung verschwindet, während die s-te Ableitung 


gr i 
gleich 1 ist. Man hat also »,(x) = Si + und 0, On. 4 @® bilden ein Fundamental- 


system. @,„(x) nennt man die Grundlösung der Differentialgleichung (*). 
Aufbau: Durch fortgesetztes Klammern mit X,/ erhält man aus w,(x)gq 
042) 0W2)q, 


also die ganze Gruppe. 











4. Ip, 9 2x9, ©@q, zp+yg ©@p+ 2ryg 





Erweiterte Symbole: 
P, 9 2949, gt 229, + 29, 
xp + Y9 — Yoga — 2Y393 — 3YaQa» 
@p+ 22 yg + 2ygı + yı — 2Yya)g2 — Ar yags — (days + br y)ga 
Liesche Determinante: Sie reduziert sich auf 16 42. 
Anfangselement: 
=0, VI, VI, Y=I, al, W=d. 


Vorbereitende Gleichungen: 


Ph end ame ame 
auto, —AN= u? I + und, 
P+R+1R-—%. 
Identitätsformel: 
ae u a a ner 





Stammtransformationen: | 
Xıl= p+ 3 229, AÄıl = zB + 2rygq. | 
Aufbau: 
(X1Xır) = 2(zp + yq) = 2X nf, 
(XXıı)=p—} xq = Awf, 
(XıXıv) = — 22q9 = — 2Xyf, 
(AAv)=q = Ayıf. 





x 
. | 9% 26-159 ap+tyg| (s>d). 











Erweiterte Symbole: 


| x: gs 
P, 9; a iS & Zt ae; , Ba ze 
PT YI— Ya —— SYayıları 


Liesche Determinante: Sie reduziert sich auf — sy, ,.- 
Anfangselement: 





v=0, P=0, P=0..,P=0, P,=1. 
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Vorbereitende Gleichungen: 


of of of u’ of of of 
WR. i u... RP. So. ne h 
p ou’ 7 ov’ ee. PIE s! ov’ + . on ev’ 
di 
P+f+tl,=—, 
Identitätsformel: 
df ff wo 1 of ‚of 
do cu si + s 4 (a eu er a 


Stammtransformationen: 
Mrd m 
Al=p+ 19 Anl = ap + yq. 


Aufbau : 


(X, Av) = st ie 
Der letzte Klammerausdruck ist q. 


6. Ip, 9, 99, Y°gl.: 














Erweiterte Symbole: 

P, 9 99 + Yıdı t Yoga Ya + 2yyıqı + (Ayi + 2 yY)Qe- 
Liesche Determinante: Sie reduziert sich auf 2 7. 
Anfangselement: 


N Pad ld pm. 
Vorbereitende Gleichungen: 


o_4 U En 
di 7 u TE BE 7 eb 7 
df 
0_ 
Identitätsformel: 
df of of 1 of 


Stammtransformationen: 
X/=p+g KAuf=yYg. 
Aufbau: 
(X1Xıı) = 2yq = 2A nf 
(X,Aıı) =q= Awf.: 


7. 1 % (ce+1)a2p + (c—1)yq 














Erweiterte Symbole: 

P, 9, (e+A)ap + (e— 1) yg — 2yıqı - 
Liesche Determinante: — 2yı. 
Anfangselement: 


2=0, P=0, Al. 
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Vorbereitende Gleichungen: 


of of of of 
— __ == — — Dr =—— — — 
P=.n ea, —2m=-le+Ndun +tle—Nvn 
d 
P+f+Ig > 2 
Identitätsformel: 
y 4 4 4A ef Zi 
nn trzlletDun te Ne 


Stammtransformationen: 
Xf/=Pp+g, Anf>=(e+1)ap+ (e—1)yg. 
Aufbau: 
(XXı) = (ce+1)p + (e—1)g. 


8». Ip + ylap+ yq), q+ x(ap+ yq), 2P— yq|- 














Erweiterte Symbole: 
1+ay)p+ YPga+ yıly— ayı)qı» 
@p+(il+ayga+ (y— zyı)9; 
| p — yq — 2191: 
Liesche Determinante: 


Ii+ıy y? yıly — ayı) 
2 1+.2y y—ıy, |= (1 + 22y) {(y— zyı)? — 2y1}- 
X — — 2yı 
Anfangselement: 


=0, YV=I, Y-=l. 
Vorbereitende Gleichungen: 


eledlerd) 
ee) 
P+P+N=—l. 


Identitätsformel: 


1 -urnler del) 
Stammtransformationen: 
Af=p+tqga+l(e+y)lapt+ yd), Auf= ap — y. 
Aufbau: 
(KA) = {p + ylap + ya} — iq + (ap + yD} = Aınf- 


9. | pP 9% xp, yq, =p, %°q |. 














Erweiterte Symbole: 


P, 9 XP — Yıdı — 24292 — 3Y393 — Ayııı 
ya + Yıdı + Yada + Y39a + Yadas 
a? p — 22 Yyı9ı — (2Yı + AXyg) ga — (6Y2 + 62 Y3)g3 — (12y + Sry); 
y?rq + 2yyıqı + (2yi + 2yYya)ga + (6yıYya + 2yYs)Qs + (6y3 + Syıya + 2yYa)9- 
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Liesche Determinante: Sie reduziert sich auf — y,(6y3 — 4y, %3)?. 
Anfangselement: 


=0, YP=0, YM-i1, YA=1, %=I, 1=d. 


Vorbereitende Gleichungen: 


of of of of 
Don . — : Bu Be 
p au’ q ov 5) 6 2 = u du , N + 95 ® 3, 
of of 
0 — u er Aha 
2, —b=u An’ ++ = ev RL 
+++ — 
1 4 do‘ 
Identitätsformel: 
a Hd of of Ya u. . N) 
FEäaluk: Tara: lea Ta Ban VE 77 


Stammtransformationen: 
Al=p+ta+tap+2y, Auıf=a®p+ ya. 
Aufbau: 
(AA) = 22p + 2yqg + ap + 2y? 2» An, 
(AA) =2p+g+ap+2y)+a®p+Ayg= Awf, 
j 


(AA) = 22p + 8yqg + ap + S8y?q = Avf, 
(X1Xy) = 2p + 89 + 2xp + 16yg + &p + 162g = Xyıf. 











10. Pı % XP, 49; y?q 





Erweiterte Symbole: 


P, 9, 2P — Yıdı — 2Y292 — 3Ya95 » 
y9 + Yıfı rt Yale + Ys95 ; 
y°q + 2yyıgı + (2yi + 2yY2)g2 + (Byıya + 2yYa) 95. 
Liesche Determinante: 292 (3y2 — 2y,Y3) - 
Anfangselement: 


Vorbereitende Gleichungen: 


cf f of 


= of Be” BER © EENEn. j 0 an a 
P= a, ua N IB =Uur; q1+ 93 L or ’ 
nel, Vrptn+ = — 
. ov’ 92 Ce 
Identitätsformel: 
dd 9% 9 un (u 
B=-.-5-7° dv +5 late). 


Stammtransformationen: 


Al=p+ta+syg, Anf=ap+t yq. 
Aufbau: 
(XAı)=p+g9—3yq= Auf, 
(X,Xım) = — 2yq = — 2Xwf, 
(XAıAv)=g9—3y’q = Av. 


Journal für Mathematik, Bd, 181. Heft 4. 30 
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Erweiterte Symbole: 


P, , XP — 
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11. zp, yq|. 





Pı 9 





Yıdı 2Yy292, 49 + Yıdı + Yoga 


Liesche Determinante: YıYa- 
Anfangselement: 
Vorbereitende Gleichungen: 
0 6 6 of 
a a u =, 
df 
tert n=— 
Identitätsformel: 
df of of of of f 4 
rue u une: "Wine Feten Delle = A 
Stammtransformationen: 
Af=p+tgataptr2y, Auf=ap+t yg. 
Aufbau: 
(AAı)=Pp+qg9= Amf, 
(KAAım)=—p—-4=— Awf. 


12, 


Erweiterte Symbole: 


pP, » 21 79» 











P, 9, 29, 22p + yg, x(zp + yg)]|- 





22p + y9 — Yıdı — 3Yada — DY395 ; 


a®p + zyq + (y— zYı) Qı — 3XYyaga — (3Y2 + 97Y5) 95 - 


Liesche Determinante: Y9y3. 
Anfangselement: 
0 „=0I n=0I el n=0. 
Vorbereitende Gleichungen: 
cf of of of cf 
PR 1 FE Ä au. ut 
7 1 = ov’ Ben ov' u Sen ou + '’ 
— 0 _ 2. of 0 0 0 u df 
33 = u A, rt uvz ‚, P+rqa+lg=- zu» 
Identitätsformel: 
df of ff 1 ( of 6 
de u treu ten) 
Stammtransformationen: 
Al=p+2%, Anf= xlzp + yq). 


Aufbau: 





(AA) = 22p + yq = An , 
(ArAın) = 2p — 2q = Awf, 
(XıXıv) == —d3q = — 3Xyf. 
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13. P, I, XI» s! 9; 2xp + 5yg; z(xzp + syq) (s > 2). 





Erweiterte Symbole: 
.—1 


Ps % 24 + 4 ++» -, q > 4)! rt, 
22p tg + Ny,— Et 2) ya Et N) Yaoliran 
ep+tsay + +teßs—e+Dy ,+8—2o)ay}g, + 
— (Ss + 2) 2Yy, 11941 ts + 2) y,,, + ls + 4)ay,. 30,2 
Liesche Determinante: Sie reduziert sich auf 
(s + 2)Y,4ı (s + 4) Y,3 


=(s+2)’y,- 
(s + 2)2y,,, (s+ 2%, + (s + 4)2Y,., ‚ 
Anfangselement: 
Alle Koordinaten gleich Null bis auf y,, =1. 
Vorbereitende Gleichungen: 
of of of us of 
a DE .i Bo Kr, Bu . 
Eau’ . ou’ nn ET 
' A, 410 ul m 
u Ed Pe BE FE ulu du 50) ’ 
d 
P+R+1p,=—]. 
Identitätsformel: 


df m of uof 4 ( cf > 
de u siwm’st2 Iuun, ts ev) ' 
Stammtransformationen: 


. 2 Mr 
Al=p+ I Auf= (ap + syg). 


Aufbau: 
(AıAıı) = 2r2p + syq = Auf, 


Tr 


(AA) = 2p u Ni g= Awf, 


sl 


(X un Bu aa; 5° Aa (s + 2)Xv/, 
(Kıı%y)= en q= Xyıf 


usw. bis zu q- 











14. ip, 9 29,47 sap+yya| Y+#l s+1), (>). 





Erweiterte Symbole: 


ge gg 
P»% 24 +4: 619 ’u- hr pe, 
zp + yyqa + (y — ya, +  : Ef Zt ; 2r MABR 
Liesche Determinante: (y— s — 1)y,,,. Damit sie nicht identisch verschwindet, muß 


? #s+ 1 angenommen werden. Durch y #1 wird eine schon behandelte Gruppe 
ausgeschlossen (Nr. 5). 
Anfangselement: 


30* 
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Vorbereitende Gleichungen: 


of of 
0 — _ 0 —_ _ —— _— = — 
PT Tim 9 Ta 9, s! ov’ 


0 
(Y 5 gun, a“ P+na+I/Iq,, do‘ 
Identitätsformel: 


de Du s! „'Tsfi1—, 
Stammtransformationen: 


X/=p+79 Xuf=ıap+ yyq. 


4 HF wo 1 (a 1). 


Aufbau: 
8 
(XAı)=p+(y—s) zu. Xınl , 


—l 


Ka) =) rs) Anl, 














(AA) = (s- Me er q 

usw. bis zu g. 

1 = 1 E- 0 

5. | 9 29... 79 @p+(s+ )90+ 9 >00). 
Erweiterte Symbole: 

x$ sl 
PH MTrm HI tr mhr re 
zs+l x | 
ıtp +16 + Dyrgam ne 1)! io+ (sv, + 2) g, ch ı (y,+ x) q, u FR ’ 

Liesche Determinante: 5 


Anfangselement: 
=0, Ye0d9 Na).:,y,=°. 


Vorbereitende Gleichungen: 


of of of us of 
0o__ Ei Bm. PER 
Pay 1-7: NT HT Tin’ 
| 4 + | us+l ya r df 
st +ils+ 1)v + yrr (s (s+1)! Ay’ +2... do ' 
Identitätsformel: 
df of 1a. cf of ut of} 
de u rer tin 
Stammtransformationen: 
y+1 


Af=p Af=ap+ls+Yy+ 57 )i 7- 
Aufbau: 
(KAı)=p+ =; q= Anf; 


y—1 
(XXX) = (Ti g= Awf 


usw. bis zu q. 
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16. |p, 819-0419, 49| (s>0). 











., @+1ı Sind Fundamentallösungen von 
ad = CN) +. +60. 
Wir dürfen c, = 0 annehmen. Dies läßt sich dadurch, daß yee* als neues y eingeführt 
wird, stets erreichen. 
Erweiterte Symbole: 
pp ogato,+t ‘+ ad tot + re 
ya + Y,9ı u z Y+ı9+ı° 


01, .». 


Liesche Determinante: Sie reduziert sich auf 


| ! (s+1) 

| 

| ; (+1) |» 

941 Dr’ 1 | 
Y Y, * * * Yırı 


Da die Wronskische Determinante von ®,,..., @s+ı einen konstanten von Null ver- 
schiedenen Wert k hat, so ergibt sich für die Liesche Determinante der Ausdruck 


klyszı u u ° © 


Anfangselement: 
=0 YaI9 yad,..yP=0, P,=1: 


Vorbereitende Gleichungen: 


Ö 0 
P=2, OHREN + + 00), = ou), 
of 
Nr NH +00) 9) dv’ 
0 ‘ of 
Ir ( pn’ 
Y 
) ) 0 ___* 
P+nr 194: . do 
Hieraus entnimmt man 
2 
= ou), 
wobei 
N o,(0) ... 6-0) (u) 


Vlu)=— | 


n 9,41(0) ... 00) 9,418) 


die Grundlösung der Differentialgleichung »*+D = c,0@-D) +... + co darstellt. 
Identitätsformel: 


Stammtransformationen: 
Af=p+ wul2)g, Arf > yg. 
Aufbau: 
(AA) = wa(2)qg = Aın), 
(XıXımn) = o4(2)g = Aıvf 
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usw. bis zu 
o9(x)q. 











17. Ip, 9, ap, @2g +4 pl. 





Erweiterte Symbole: 
P, 9, £P — Yıdı — 22a, 
sap + ag + (1 — ayı)qı — (Yyı + 222) g2- 
Liesche Determinante: Sie reduziert sich auf 
—ı — 20 
1 — ii — yı ne: ir 
Anfangselement: 
=0, P=I, YV=I, Pl. 


Vorbereitende Gleichungen: 


u of c i of 1 ,0f 
p ou’ 


Identitätsformel: 


d | 1 0 0 1 c 
rahmen 


Stammtransformationen: 
Al=-1+3)p+%, KAuıf=ap. 
Aufbau: 
(AA) = (1 — 3 2)p — 2 = Auf, 
(XıXın) = — 2(2p +9) = — 2Xwf. 





75 
18. Ip, 9, 2g,..- 3] g, XP, yq (s > 0). 











Erweiterte Symbole: 
x s—1l 
P, 9, Xq9 + I ar + (s — 1)! q, » auch ; G,» 
ip — Y,9ı u 24,9, BETEN . (s + 2)Yyıolsıa ’ 
grymntrarRt + Yır29s+2 
Liesche Determinante: Sie reduziert sich auf 


+ 1)y,;1 =... 2)y,;: 2 
Yırı Yra Per dere 


Anfangselement: 


2=0, P=0, PV=0,...,y=0, P,=-1, Y,= 


Vorbereitende Gleichungen: 


of of of 
0— __ == ı— — m m 
PT 7 ev’ N ui EEE - s!ov’ 


6 
HP, + DR, =ul, 


of 
GH Ger: ur u“ ) 


4% 
do ' 


Pr+etet FE Eu 


= — nn — _— I)— — u? —- — 
7 ov’ 2, Bu 1 —eru trug 
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Identitätsformel: 
do ven ou ai s! ov " du (s r 2) e V I u ou (5 uw 1)ı PR . 


Stammtransformationen: 


Fr n 
Aleptrazatap+le+2)y, Anf=apt(s+N)yg. 


Aufbau: 
ner 2 u Kuf, 
(AA) = —p—2 2 g=— Anl, 
(A, Av) = nie + = Xyf, 
(XıXy) = nit + = Xyıl 


usw. bis zug + ---, wobei die Punkte Verbindungen der schon gewonnenen Symbole 
bedeuten. 





gr 
19. [9,9 29... 19 2, 99, (ap + sy)| 6> 0). 











Erweiterte Symbole: 
as—] 


x | 
Ps 9 2 + 4m: +» s! g+ (s— 1)! (ı tr 79; 
u a a + ir 
yga+ Y,9ı ea > Y+19s+1 Yar20s+2 r Yr30g+3> 
p+sayg + +fe—e+i)y, , +l—2o)aydg, tl + May dr 


— {ls + 2) yyı + (5 + 30 Yy god dar — als + 3) Yuyo + (Ss + Mry 3 Gurs- 
Liesche Determinante: Sie reduziert sich auf 
(s + 1)y,., (s + 2)Y,;2 (S+ 3)Y 5 
Yırı Yıra Yırs ) 
(s+2)ay., + Ddyrı + ls + May 265 + 3 yy ts + May ;; 
d.h. auf 
2y,,11(8 + 2)y,.1%. 7; (s+ 3)YEro} ; 


Anfangselement: 
Alle Koordinaten gleich Null bis auf Y,, = Y%,,=1. 


Vorbereitende Gleichungen: 


Pa rt R=ud,...g= 2 n, 
(+ DB, + Du, 
Gr + 943 =? 4 
— (s+2)Q,, > lu + ), 
U 
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Identitätsformel: 
Yo Y wg A ( of ) 1 of ‚N 
a are tr te tet er 


Stammtransformationen: 


s 1 
Xl=p+ rs xz(zp + sygq), 
Aıf= xp + (s + 1)yg. 





Aufbau: 
a 1 
(KAı)=p+ 519 er 15 z(xp + syq) = Aımfı; 
2 2 
(AA) si (2x2p + syg) = sı3 w/f, 
x? 2 
(AıAw) = 2p — s 18 + +3 z(zp + syg) = — (s + 2) Avf 
Offenbar ist 
x 2 R 
AÄvf= 1 9 sı3 Anl; 
so daß sich weiter ergibt 
N a 4 
(X,Xv) = (s— I)! Aus (s + 298 ıv/:. 


Hierauf findet man durch fortgesetztes Klammern mit X,f 


1 | 


wobei die Punkte Verbindungen der schon gewonnenen Symbole bedeuten. 





20. | pP, 9, 29, zp — yq, yp 











Erweiterte Symbole: 
P, 9, 29 + 91» 2P — yq — 2Yyıqı — 3Y292 — %4Y395; 
yp — Yilı — 3YyıYaga — (BYE + 4yıYya)95- 
Liesche Determinante: 9Y2. 
Anfangselement: 
»=0, YaI,;, V=0I, YA=l, YP=0. 
Vorbereitende Gleichungen: 


o_ I _% ED u E39 - 
Pau’ =, u 7 =un rs u 7 
df 
P+ratig=— 
Identitätsformel: 
4 4 ı1,% 
iu as u Ad 73 


Stammtransformationen: 
Af=p+2%, Auf=yp. 
Aufbau: 


(AA) = 2p — yq = Xıuuf, 
(AA) = pP — 229 = Xwf, 
(AıAıv) = — 39 = — 3Xyf. 





FT 


u 





Tr 


— 


Tr 
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21. |p, q, 29, zp, yq, yp|- 





Erweiterte Symbole: 
P, 9 29 4 91» 2P — Yı9ı — 2Y2Qa — 3Y393 — Ayıyı , 
y9 + Yıdı + Yada + YsYa + Yagas 
yp — yidı — 3YıYada — (3Y3 + 4YıY3) ga — (1Oyays + Dyıya)Qa- 
Liesche Determinante: 245(3Y,Y, — 9%). 
Anfangselement: 
/ z? ui 0, . 0, Un 0, Y vn. 1, Y,; -. v, Yy, =1. 
Vorbereitende Gleichungen: 


0 of u %f en cf 
pP Au’ 7 Bann ov’ q, u An’ 
—— u of 0 Ba ‚of \ nn ‚of 
Zu Sal u Brumt ov’ gt ou ' 
0 PL IP — dj 
P+ttrGp+ q; de’ 
Identitätsformel: 
d 6 we, 8 | of of 
u Fake De De a Taken | 


Stammtransformationen: 
Al=p+x294—3yYP, Anf=ap+ 2yg. 


Aufbau: 
(XAı)=p+%+]! yP 7 = Aınf ; 
(X, Xım) = (xp — ygq) = 3Awl , 
(AAw)=p— 2 —3 yp = Xvf, 
(X1Xv) = — 39 — #4 (2p — yp) = — 3XÄvıf - 








22. Ip, 9 29, 2p, ya, yp, (xp + yq), ylazp + yq) 








Erweiterte Symbole: 
PR, 9% 294449» &P — Yıdı 2Y292 — 3Y393 — AYyala — DY505 — ÖYsAß » 
yg + Yıdı + Yada + YsQa + Yada + YsQ5 7 Yolk » 
yp — Yıqı — 3Y, 429, — (3Y + 4Y,Y5)9; — (10y,Y, + 9y,4,)9, 
— (10y5 + 15y,yY, + 69,4,)9, — 35y,Y, + 219,4, + 7yYo)% > 
z(zp + ygq) + (y — zyı)qı — 32Y292 — (3ya + Irya)gs — (BYys + Tayı)ga 
(15y, + Ixy3)g5 — (24y5 + 11rye)ge 
y(ap + yq) + Yıly — zyı)gı — Iryıyaga — WBYıYya + YYs + 2@y2 + AyıY))9s 
— {6y3 + Syıys + 2yya + z(10yayYys + 5Yyıya)}Qa 
— 130yaY3 + 1dyıya + 3yYys + © (10y3 + 1dyayı + 6YıYys)}95 
— {40y3 + 6Oyaya + 24yıYs + Ayye + &(35Yysyı + 2lyays + 7Yyıyo)}9s - 
Liesche Determinante: Sie baut sich auf aus y, und Y9y5Y, — ASYysYzYy, + 40y3 - 
Anfangselement: 
Alle Koordinaten gleich Null außer „2 = = 1. 
Vorbereitende Gleichungen: 


de er 
nnd — 39 — Au (u E42), 
69 (ul +0), P+g+a+m=—l. 


Journal für Mathematik. Bd. 181. Heit 4. 3l 
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Identitätsformel °): 


ine lilent) 


+ -. 
at 


Al=p+x29—+y(ap + yq), 
Xyf = x(zp + yq) — yp. 


Stammtransformationen: 


Aufbau: 
(X1Ay1) = xp + 2yq = Anl , 


) 
(AA) =p+ xg +4 ylap + yq) = Awf ; 
(XıXıv) = 3{yp + z(ap + ya} = Xvf, 
(X1Xy) = 3ap = 3Xyıf , 
(XıAvı) =p — 29 = Avmıf ; 
(XıXvu) = — 29 + 4 {yp — z(zp + yg)} = — 2Xvunf - 


Bei allen hier betrachteten Gruppen haben wir das Strukturgesetz Xıf, Xııf, 
(XXır), (Ar(X1Xır)), - - - festgestellt. Durch fortgesetztes Klammern mit X,f kann 
man von den beiden Stammtransformationen Xjf, Xjıf ausgehend die ganze Gruppe 
aufbauen. X,jf nenne ich die aktive oder männliche Stammtransformation, Xyzıf die 
passive oder weibliche. Bei dreigliedrigen Gruppen ist diese Unterscheidung belanglos. 


Im Verzeichnis aller transitiven Gruppen der Ebene treten als einzige Typen mit 
verschwindender Liescher Determinante die folgenden auf: 





P, 9, 29,..., arig, zp-+ nyg a=123,...). 











Die dem Index n entsprechende Gruppe ist dadurch gekennzeichnet, daß sie die n-te 
Ableitung y,„ invarıant läßt. Diese Gruppen fügen sich nicht dem Strukturgesetz 
Xıf; Arıf, (Ark), (ArlX1Xır)), - - -- Besonders einfach läßt sich dies im Fallen = 1 
erkennen. Bildet man aus 

Aıf= ap + ag + az(xp + yg) 
und 

Auf = bp + bag + bs(zp + yq) 
den Klammerausdruck, so ergibt sich 

(a,b; — azb,)P + (a2b3 — azb,)qg = bs Aıf — au ıf. 

Man kommt also über die linearen Verbindungen von X,/ und Xjıf nicht hinaus. 


Im Falle n> 1 kann man in folgender Weise die Hinfälligkeit des erwähnten 
Strukturgesetzes feststellen: Mit Hilfe der Transformation 


Az, Y=y+oM1+ +05 
die der Untergruppe g, xq,..., x2"-1g angehört, läßt sich 


Aıf=ap+ b(zp + nyg) + P(la)q 
auf eine einfachere Form bringen. Ist b + 0, so können wir schreiben 
Tr ET 4 


und 
p(z) = kyla + ba)" +: + kuı. 


5) Vgl. hierzu G. Kowalewski, Integrationsmethoden der Lieschen Theorie, Leipzig 1933, S. 179. 
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Wird nun die angegebene Transformation durchgeführt, so lautet das Ergebnis 
Xıf=aP+b(XP+nYPQ) 
+ {(k, — by) (a + bX)" "+ +(k,_ —nby,_.)}0. 
Man sieht, daß bei passender Wahl von y,,..., Y,_, 
Xıf=aP+b(XP + nYO0) 


wird. Nun genügt es, X + —.- als neues X einzuführen, um auch a zum Verschwinden 


b 
zu bringen, so daß man weiter mit 
Xıf=ap-+nyg 
zu operieren hat, wenn wieder die kleinen Buchstaben benutzt werden. Klammert man 
| Xuf=Ap+Asg+ Ag ++ An-ız" lg + B(zp + nyg) 
wiederholt mit xp + nyg, so multiplizieren sich die einzelnen Glieder bei jedem Schritt 
mit den Gewichtsfaktoren 
—A1, —n, —(n—1),..., —1,0. 
Aus den so gewonnenen Symbolen lassen sich die Bestandteile 
Ap + An-ı2"!q, Aog, A12Q; -» ., An-ar"?g, B(xp + nyg) 
aufbauen, nichts weiter. Jedenfalls kommt man über die Untergruppe 
G, 2... 072g, Ap+ Ana g, zp-+nyg 
nicht hinaus. 
Es wäre noch die Möglichkeit 


Xıf= ap + p(a)g 
zu prüfen. Ist «+0, so kann man mittels einer passenden Transformation X = ı, 
Y=y+ co! +++ @-ı In 9 alle Potenzen bis auf die (na — 1)-te beseitigen, so 
daß von vornherein 

X/=pHt ceo"Tg 


gesetzt werden darf. Klammert man mit Xjıf= Ap-+ B(xp + nyq) + z(x)g, so er- 
gibt sich 


B(p + car-1g) + {y’(x) — (n — 1)Acar2}g. 
Als neuer Baustein wird also nur 
{x’(2) — (n — 1) Aca"?}q 


gewonnen. Man kommt daher bei fortgesetztem Klammern mit X,/ nicht über die 
Untergruppe 


Al Aufl 5 9 U 
hinaus. 

Schließlich wäre noch zu erwägen, ob X,f = o(x)g als aktive Transformation ın 
Frage kommen könnte. Da (X}X1r) = Y,(x)g wird, wobei p,(x) ebenso wie p(x) ein 
Polynom (n — 1)-ten Grades bezeichnet, so ist der nächste Klammerausdruck (X (X, X11)) 
bereits gleich Null. Da im Falle n > 1 eine mehr als dreigliedrige Gruppe vorliegt, so 
wird durch Xjf, Xj1f, (X1Xır) diese Gruppe nicht erschöpft. 


Die Gruppe der Ableitung y,„ befolgt also nicht das Strukturgesetz Xjf, Xııf, 
(ArXı), (Xı(X1X 17)), - - -, dem sich sonst alle transiven Gruppen der Ebene fügen. 
Hiermit ist zur gruppentheoretischen Beleuchtung der von Leibniz geschaffenen Grund- 
begriffe ein bemerkenswerter Beitrag geliefert. 


31* 
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Neue Tafel der elementtransitiven ebenen Transformationsgruppen. 


Wir stellen unsere Ergebnisse in Form einer Tabelle zusammen, die für jede ele- 
menttransitive Gruppe der Ebene ein Paar von Stammtransformationen verzeichnet, 
wobei die aktive Stammtransformation an erster Stelle steht. Unsere Untersuchungen 
knüpften an eine Gruppentafel an, bei der die Gruppen nach ihrer Richtungsgruppe 
klassifiziert waren. Da diese Klassifikation hier nebensächlich ist, ergeben sich gewisse 
Zusammenfassungen. Wir können die Gruppen 4 und 12 mit 13 zusammenziehen, 
indem wir bei 13 für s die Werte 1 und 2 zulassen. Ebenso können wir die Gruppe 
5 mit 14 verbinden, indem wir dort y=1 zulassen. Auf diese Weise fallen von den 
22 Nummern drei fort. Dafür nehmen wir die beiden zweigliedrigen Typen p,g und 
p, xp + q ın das Verzeichnis auf. Wir umgeben diese Typen mit Doppelrahmen, um anzu- 
deuten, daß hier zum Aufbau der vollen Gruppe keine Klammeroperation notwendig ist. 


Die neue Gruppentafel hat folgendes Aussehen: 




































































































































































» LP 9] i 2. Ip, zp-+gli, 

3. 1p7, 2p+ (+ y)ql, 4. Ip, 3ı2p + ag 

5. |p, wa(z)g|, @% die Grundlösung von o&+D) = 09) +: +69, 

6. Ip +9 Wal, 7. 1p+9 (e+1)ep+(c—1)yq |, 

85 Ip+ga+(e+tylapt ya, ae—yal, 9 Ip+tg+tap+ 2y, "p+yq|, 
10. [| p+ra+3yq ap+yg|, 11. [|p+g+2p+ 2yq, ap + yq|, 

12. | p+ = 7, x(zp + syg) |» 13. [p+ z vap+yya| vFs+t1), 

s+1 
14. |p, zp+(s+i)yg+ srmitl 
15. |p + w*(x)g, yq|, ©* die Grundlösung von ot+D = ce, wt—D + ..:+60, 














n 1 ö 
16. Ip + 5 =p-+xg,  zpl, 17. Ip + 1 + xp + (s + 2)yg, zp + (s + 1)yg |, 
































| 1 
18. Ip+ 70 an rapt+t syg), p+(s+Nyg], 19. Ip + 29 yp|, 














20. Ip + ag —4yp, xp+ 2yg|, 21. |p+ 2x4 —Htyl(zp+ yg), z(xp + ygq) — yp|: 




















In dieser Tabelle ist s stets eine positive ganze Zahl, kann also die Werte 1, 2, 3,... 
annehmen. 

Bei einigen der gewonnenen Gruppen hat die aktive Stammtransformation die 
Form p, so daß die Klammerung mit ihr nichts weiter ist als eine Differentiation nach «. 
In den andern Fällen ist sehr leicht die Variablenänderung zu erkennen, durch welche 
die aktive Stammtransformation auf die Form p gebracht werden kann. Z.B. genügt 
es bei den Gruppen 6. und 7., 


t=1T, y=y—ı 
als neue Veränderliche einzuführen. Man erhält dann 


6*. Ip, (e+ Hal, 7*. 1p, (c+4)zp + (c—1)ygq— 2rql. 
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Bei den Gruppen 12. und 13. kommt man mit Hilfe der Variablenänderung 


e=2 y=(s+tl)!y— tt 


zu 





12*, Ip, zip + syq) — rt?q 














13%. Ip, pp + wma + (y—s—A)rtg| yEs+1 











bei 19. mit Hilfe von 


); 


-] 





zu 





19*. Ip, h + )P— xa) 











3ei 9. und 11. kommt man durch die Transformation 
t=In(i+r), y= !4In(l + 2y) —In(1 + x) 
zum Ziele und findet 














11%. [pP Pa) —er) + Fall —e 3) 


Um bei Gruppe 8. die gewünschte Gestalt herzustellen, wird man die neuen Veränder- 
lichen 











r=arctan ai y y=-- Fa Y : 
V2 V2+ (2 + y) 


einführen. Man erhält auf diese Weise 





8*. |», pycosr + g(l —Y2)sinz |. 








Bei Gruppe 10. kommt man mit Hilfe von 


r = ıy2, — 2aretan— — x v2 


V2 


zu 





10*. Ip, P—a)er+gsin(er+h) 


Im Falle 15. setzt man 











t=2, d=y— f rd. 
Dadurch bringt man 15. auf folgende Gestalt: 





15%. Ip, m + orwral. 











Q* ıst die Grundlösung von 
gs+2) u Re Lee si, 
Gruppe 16. wird durch die Transformation 


1 


rt = arcetan = y= y--In (M -- 9 x) 


v2 
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In 





16*. | p, p sin 2r — 2q(1 — cos 2r) 











verwandelt. Bei Gruppe 17. erweisen sich die neuen Variablen 
r=ln( +2), y=s!yl+a)"°— [al +2)" "dr 
als hilfreich. Sie geben der Gruppe folgende Gestalt: 


17%. [9 pl —er)— ter" Eer+ als + Ve t— NH + SU—ete ar]. 














Bei Gruppe 18. kommt man mit Hilfe der Transformation 


8 


nd w = s! 2? % 1 f 1 x u 
r = Yr Tarı v2 Aue ei jwl! ur x 3 ei +2 da) 


zum Ziele und findet 


18% [p, p Sine&ofr— q(Sin ze) Cor + gsCfr+1)y + [ (Sin x)’ dr) 

















Gruppe 20. erhält unter Einwirkung der Transformation 


. 1 
r=arctan ai y= (32? + (3 — y)} ?® 


folgende Gestalt: 
20*. Ip, p(6y — cosr) sine + q {6y% cose—HY(1 + cos?r)}|. 














Es bleibt jetzt nur noch die Gruppe 21. übrig. Führt man 6°3x und 6 y als 

neue Veränderliche ein, so verwandelt sich die aktive Transformation in 
p+29— y(ap-+ yq), 
die passive in x(xzp + yq) — yp. In homogener Schreibung lauten sie 
X3Pı + XıPa + FaP» — XaPı — XıPs- 
Das Fixpunktdreieck der aktiven Transformation hat die Seiten 
L,= 8,2, r,%,+ =0, 

wobei &j, &%g, & die dritten Einheitswurzeln sind. Durch Einführung der r, verwandelt 
sich die aktive Transformation in 


Aıf = aılıPı + KplaPa + Rslaps , 
die passive, abgesehen von einem Faktor, in . 


Xrıf == %KıPı + &glaPe * Ayla Pa Fu 
— + (+82 + Es) (AıPı + apa + &sP3). 
X, X, & sind gleich 
1 


ia _1_t 


%&1, &a, & die konjugierten Werte. Man kann die aktive Transformation als „Gewichts- 
spenderin‘“ im Sinne meiner Gewichtsrechnung betrachten. Klammert man mit ihr, so 
multipliziert sich jedes r, p, mit seinem Gewichtsfaktor x, — &%. Diese Gewichtsfaktoren 
kann man in der Zahlenebene durch Punkte versinnlichen. Drei Bestandteile r,P,; 
Ya Pa, 130, haben das Gewicht 0, die sechs übrigen lauter verschiedene Gewichte, deren Bild- 
punkte ein reguläres Sechseck darstellen. Durch sechsmaliges Klammern mit der Ge- 
wichtsspenderin ergeben sich aus X;ıf so viele Transformationen, daß man alle r,p, mit 
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ungleichen 0, o und &,LıPı + &gLaPa + %3L3Pz aus Xyjı/ und den sechs Klammerungen mit 
X,f aufbauen kann. Es bestätigt sich hiermit nochmals das Strukturgesetz Xjf, Xyıf, 
(XıXın), (XrlXrXır)),--.- Auch tritt die „Gewichtsfigur‘ der projektiven Gruppe 
(reguläres Sechseck mit doppelt zählendem Mittelpunkt) sehr schön hervor. Ähnlich 
kann man bei allen Gruppen verfahren, die projektive Gestaltung zulassen. Doch wollen 
wir hier nicht näher auf diesen Punkt eingehen, vielmehr danach trachten, die aktive 
Transformation auf die Form p zu bringen. Hierzu genügt die Einführung der Ver- 
änderlichen 
_ 1 fin ni) | In tz) 

2 ll, —aH, %—0,)' 


RE. fl: 5) __ In (2: AN 
21 Xo DE &Xı Xg — Xı j 
Sie verwandeln X7,/ in p und X,ı/ zunächst in 
94 (a —- hrbktrb e Ban 1) 
20: — 0 sie 3 I A 
Pr ’ _„,_ ıtrbtrb (@—%)\ 
” 2(%3 — a,) PR 3 I d/)' 


wo nun noch einzusetzen ist 


ta =— en) +), t3 — ea —a)(E—iy) , 
Lı tı 
Führt man die Abkürzungen 


3 3. _.%93 5 
yirzyan Ti zZymA 


ein, so ergibt sich folgende Fassung der Gruppe 21: 











21*. |p, psin 24 + gc0s24 + e(psin A-+ gcos A) + e* cos ApV3 + 4) — (pV3 + 3a) |- 





Eine andere Fassung der Gruppentafel. 


Wenn man die aktive Transformation auf die Form p gebracht hat, so kann man 
das Verzeichnis der elementtransitiven ebenen Transformationsgruppen dadurch ab- 
kürzen, daß man nur die passive Transformation angibt, in der man noch ein etwaiges 
Glied von der Gestalt cp fortlassen darf. 

Die passive Transformation hat in allen Fällen folgendes Aussehen: 


W=o.a)Wi+ +9, Wf 
wobei Wif,..., W„f linear unabhängige Symbole von der Form 
sW)p + na 


sind. Auch @,(x),..., p,(x) sind linear unabhängig, weil sonst eine Herabdrückung der 
Zahl n möglich wäre. 
Ist die Gruppe r-gliedrig, so lauten ihre infinitesimalen Transformationen 


p, Wf, (Wf)',.... (Wi ”. 
Die Striche bedeuten Differentiationen nach x. Es ist also 
(WM = plla) WI ++ pl) Wi: 
WM" = p(a)Wi+ +9, (@)W,f 
usw. 
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Es ergibt sich hier eine Einteilung aller elementtransitiven Gruppen der Ebene 
in zwei Klassen. Bei den Gruppen der ersten Klasse sind die Symbole p, Wif, - - -, Wuf 
linear unabhängig, bei denen der zweiten Klasse besteht eine Beziehung von der Form 


p=kWıl+ +MWul- 
Man kann, wenn eine solche Beziehung vorhanden ist, W,f mit p identifizieren und die 
passive Transformation in folgender Weise schreiben: 


W=o(2)p+ 9la)WI+ +9) W,l- 


,(x) ıst hierbei keine Konstante, weil wir sonst das Glied g,(x)p fortlassen dürften, 
wodurch die Zahl der Bausteine von Wf unter n herabsänke. 
Bei einer r-gliedrigen Gruppe der ersten Klasse erfüllen @,(z),..., 9,(x) eine 


Differentialgleichung von der Form 
ger — Cı ger9) -- a -- — p : 


aber keine gleichartige Differentialgleichung von geringerer Ordnung. Bei einer r-gliedrigen 
Gruppe der zweiten Klasse ist 


2 Ve 71 Gt a ER a a 
während 9,(2),..., ,(x2) dieselbe Differentialgleichung ohne c erfüllen. Eine Herab- 
drückung der Ordnung ist auch hier unmöglich. 


Gruppen der ersten Klasse. 
(Die aktive Transformation p tritt nicht als Baustein der passiven auf.) 


(2) 1; 
3) Ip ++ yq 

















z{(e+1)p— 29} + (c—1)yg|, [eos x: yp +sinz- (1 — y?)g|: 


2 
































(4) 2?q + 2xyg + y?ql|; 








(5) 2(p —g) + cos 2: qsiny+sinz:geosy|; 











cos xV3 - (— psin 3y + q c083y) + sin «3 - (p cos 3y + q sin 3) 


3Y eV 3 3Y 


anna VW: ._ IY ) u ( 3Y ER 
(8) + e”cos- 5 (—psin #4 geos 7 + e”sın u p 008 +gsın D7 


























/3 & ' | 
+ e”? cos = - (pV3 + gq) cos a + e” sin _ -(pY3 + g) sin ” — 39 
(s + 2) o*(x)q 
(»* die Grundlösung von 41 = 90% + "+ 0); 
(s + 3) 2*a)g + yq 











(2* die Grundlösung von 42 = C++ C,9,) 

Links ist in Klammern stets die Gliederzahl vermerkt. Es fallen, wie man sieht, ın 
die erste Klasse eine zweigliedrige, drei dreigliedrige, eine viergliedrige, eine fünfgliedrige, 
eine achtgliedrige Gruppe. Dann kommen noch zwei Typen, deren Gliederzahl s + 2 
bzw. s + 3 lautet, wobei s > 0 ist. 

Achtet man auf die Anzahl der Bausteine, so gibt es, wie das obige Verzeichnis 
erkennen läßt, zunächst Gruppen, deren passive Transformation nur einen Baustein 
aufweist, nämlich 





























q |; z(p—q)|; o*(x)q|. 


























1e 


n/ 
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c(p — g) ist ein Sonderfall von z{(fe + 1)p — 29} + (ce — 1)yg. Dann kommen Gruppen 
mit zwei Bausteinen in der passiven Transformation: 











I « 








(pr q) + y4\; zt(e +1) PP 24} +(ce—1) yq|\, Jeosz- yp + sin 2» (1 — y?)q 




















Q*(r)g + yg 











Bei zwei Gruppen hat die passive Transformation drei Bausteine, nämlich bei 














22q + 2ayg + va ) z(p—g) + ecosx-qsiny- sinz-gcos y 











Bei der achtgliedrigen Gruppe, die mit der allgemeinen projektiven Gruppe ähnlich ist, 
sehen wir sieben Bausteine. 
Gruppen der zweiten Klasse. 


(Die aktive Transformation p ıst ein Baustein der passiven.) 










































































(2) xp +4]; 
(3) pt ag|; 
(4) Jje”p + (4—e”)g + te. ge|, sin 27: p— 2(1 — cos2r) q|; 
(5) Sept yp—ayy—z.gl; 

| sin 2 cos c-p—6sin 2: yp—6cosx- y%g — (1 + cos?r) yg|, 
(6) 








| | &oi z:p + (2 -—-Coi x)g + !Eoj 2x - g &oj 2y + ! Sin2r-g Sin 2y|; 




















+3) (ptYyg +y—s—Natg|, [ep +(s+Nyg + arg]; 


























| xp + sayg — x+?q|, 





ep ++ Hy HEN er ++ Neuere "arg; 











(s + 5) [|SinzCof x-p+ (1 + sCoj?x) yg+ {(1 + sCoj?x) [ Sin’ ade — Sin’t! of x}gl. 








Achtet man auf die Anzahl der Bausteine, so gibt es nur bei drei Gruppen der zweiten 
Klasse vier Bausteine. In allen andern Fällen sind es weniger als vier, und zwar zwei 
oder drei. 

Hiermit ist eine bemerkenswerte Eigenschaft der allgemeinen projektiven Gruppe 
aufgedeckt, die keine elementtransitive Gruppe der Ebene mit ihr teilt. Die Zahl der 
Bausteine in der passiven Transformation ist bei dieser Gruppe gleich 7, bei jeder anderen 
höchstens gleich 4. Die passive Transformation weist also im Falle der projektiven 
Gruppe eine besonders reiche Gliederung auf. Vorausgesetzt wird, daß man die aktive 
Transformation auf die Form p gebracht hat. 


Eingegangen 30. März 1939. 


Journal für Mathematik, Bd. 181. Heft 4. 
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Die Bewegungsgruppe 
einer ebenen Cayleyschen Geometrie. 


Von Friedrich Bachmann in Marburg (Lahn). 


Bei der algebraischen Untersuchung der absoluten Geometrie !) muß man in einer 
beliebigen projektiven Ebene die Gruppe der projektiven Transformationen betrachten, 
die eine durch eine quadratische Form vermittelte Polarität invariant lassen. Eine 
ebene projektive Geometrie, in der eine solche Polarität gegeben ist, bezeichnen 
wir als eine ebene Cayleysche Geometrie, und wir wollen also die Bewegungsgruppe einer 
solchen Geometrie untersuchen. Für die gewöhnliche ebene elliptische Geometrie, die 
ein Spezialfall der allgemeinen ebenen Cayleyschen Geometrie ist, ist seit langem be- 
kannt ?), daß die Bewegungsgruppe durch die multiplikative Gruppe der reellen Quater- 
nionen dargestellt werden kann. Sei nun eine beliebige ebene Cayleysche Geometrie 
gegeben und Ä der Körper der Geometrie; die quadratische Form kann in der Gestalt 

a: +a,, +4aa,22, a,a, # 0 
angenommen werden. Es soll dann gezeigt werden, daß die Bewegungsgruppe der Geo- 
metrie durch die multiplikative Gruppe der Quaternionen nicht verschwindender Norm 
aus dem Quaternionensystem (— a,, — a,) über Ä ?) dargestellt werden kann. Durch 
Erweiterung der ebenen zu einer räumlichen Gayleyschen Geometrie erkennt man zu- 
nächst analog wie ın dem Fall der gewöhnlichen elliptischen Geometrie, daß die mit 
Hilfe von Quaternionen aus dem genannten System in der Gestalt 

ox’ = ara mit Na #0 

darstellbaren Transformationen Bewegungen der ebenen Cayleyschen Geometrie sind. 
Wir bezeichnen die involutorischen unter diesen Transformationen als Spiegelungen; 
der Nachweis, daß es außer den so darstellbaren keine weiteren Bewegungen gibt, wird 
dann mit Hilfe des Satzes erbracht, daß zwei ineinander bewegliche Punkte bereits durch 
eine Spiegelung ineinander übergeführt werden können. Es ergibt sich, daß die Bewe- 
gungsgruppe sich durch die Spiegelungen erzeugen läßt; die Relationen zwischen diesen 
Erzeugenden lassen sich auf Relationen von drei verschiedenen Typen zurückführen. Der 
zu Hilfe genommene Cayleysche Raum ist der zu der ebenen Cayleyschen Geometrie 
gehörige kinematische Raum *), dessen Punkte (mit Ausnahme derer, in denen die Normen- 
form verschwindet) als die Bewegungen der Ebene gedeutet werden können. 

!) Siehe F. Bachmann, Eine Begründung der absoluten Geometrie in der Ebene, Math. Ann. 113 (1937), 
Ss. 424-451, und F. Bachmann und K. Reidemeister, Die metrische Form in der absoluten und in der elliptischen 
(reometrie, ebd., S. 748—765. 

2) S. z.B. F. Klein, Vorlesungen über nicht-euklidische Geometrie, Berlin 1928, S. 238. 

°) L. E. Diekson, Algebren und ihre Zahlentheorie, Zürich und Leipzig 1927, S. 45. 

*) S. die erste in Anm. !) zitierte Arbeit und E. Podehl und K. Reidemeister, Eine Begründung der elliptischen 


(ieometrie, Hamb. Abh. 10 (1934), S. 231—255. Vgl. auch W. Blaschke, Ebene Kinematik, Leipzig-Berlin 1938, 
(Hamb. Math. Einzelschr. 25), und die dort angegebene Literatur. 























Bachmann, Die Bewegungsgruppe einer ebenen Cayleyschen Geometrie. 243 


1. Ebene Cayleysche (reomeirie. Von einer projektiven Geometrie setzen wir im 
folgenden stets voraus, daß in ihr der Satz von Pascal gilt und daß die Nebenecken 
eines vollständigen Vierecks nicht in einer Geraden liegen; algebraisch betrachtet sind 
dies die Geometrien über den Körpern, deren Charakteristik ungleich 2 ist. Dem- 
entsprechend wird nur von Körpern mit einer Charakteristik ungleich 2 die Rede sein; 
wir werden diese Körper schlechthin als Körper bezeichnen. Es sei nun eine ebene 
Cayleysche Geometrie, also eine ebene projektive Geometrie und in ihr eine Polarität 
segeben; wir setzen dabei voraus, daß die Polarität durch eine nicht singuläre ternäre 
quadratische Form 


(1) Ala,2)= & away, A = Api 


vermittelt wird. Unter einer Bewegung der ebenen Cayleyschen Geometrie verstehen 
wir eine projektive Transformation °), bei der die Polarität erhalten bleibt. Die 
Bewegungen bilden eine Gruppe. Wird eine Bewegung durch eine Matrix (c;.) (1, k = 1, 2,3) 
dargestellt, so muß (c;x) die Form A(zx, x) in eine Form AA(x, x) mit A #0 über- 
führen; es ist dabei 
(2) | ck ||? zn A, °) 

Der Körper einer ebenen Gayleyschen Geometrie ist nur bis auf Isomorphie festgelegt; 
wir denken ihn in einer bestimmten Weise gewählt. Die metrische Form ist dann in dem 
Körper nur bis auf Multiplikation mit einem von Null verschiedenen Faktor und bis auf 
eine beliebige halblineare Transformation bestimmt. Wir können daher die Form durch 
Multiplikation mit einem Faktor so normieren, daß ihre Diskriminante °) eine (Juadrat- 
zahl oder gleich 1 wird, und sie dann durch eine lineare Transformation in die Diagonal- 
gestalt 


(3) Ar, x) — a, x? + A, 2, + a, a, : a,d, — () 


bringen. Die Matrizen, die die Bewegungen darstellen, lassen sich nun durch verallge- 
meinerte Orthogonalitätsbedingungen kennzeichnen: Die Bedingungen 


3 3 
(4) = A;lırCa = Va; ör , k,l=1,2,3; a = 4,0 
= 
sind notwendig und hinreichend dafür, daß die Matrix (cz) mit ||cx||=ce=#0 die 


Form Q(x, x) bis auf einen Faktor A in sich überführt; es ist dann = Ye. 


Für die geometrischen Eigenschaften einer ebenen Cayleyschen Geometrie ist es 
von Wichtigkeit, ob die quadratische Form der Geometrie die Null (in nicht trivialer 
Weise) darstellt oder nicht. Es gilt der 


5) Kollineationen, die die Polarität erhalten, rechnen wir mit Rücksicht auf die geometrischen Anwendungen, 
die von der vorliegenden Arbeit gemacht werden sollen, nicht zu den Bewegungen, wenn sie durch halblineare Trans- 
formationen (s. B.L. v.d. Waerden, Gruppen von linearen Transformationen, Erg. d. Math. 4, 2, Berlin 1935, S. 4) 
02; = 3 c;,J(x,) dargestellt werden, wo 2’°— J(z) ein von der Identität verschiedener Automorphismus des 
Körpers der Geometrie ist. 

°) Hieraus folgt, daß in dem Körper K der Geometrie eine Zahl y existiert, für die A=y? und | e,, =’? 
ist. Daher ist die Bewegungsgruppe isomorph zu der zu A(x, x) gehörigen ‚engeren orthogonalen Gruppe‘ O(3, K, A) 
(s. v.d. Waerden, a.a. 0.5), S.14), d.h. zu der Gruppe der linearen Transformationen, die die Form A (x, x) in sich 
überführen und deren Determinante 1 ist; denn wenn eine Bewegung durch die Matrix (e,,) dargestellt wird, so 


C: 
auch durch die zu O(3, K, A) gehörige Matrix (>) 


?) Über quadratische Formen in beliebigen Körpern und die Zuordnung gewisser hyperkomplexer Systeme 
vgl. E. Witt, Theorie der quadratischen Formen in beliebigen Körpern, J. reine angew. Math. 176 (1937), S. 314. 
32* 
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Hilfssatz. ®) Über einem beliebigen Körper K sind alle ternären quadratischen Formen 
mit quadratischer Diskriminante, die die Null darstellen, äquivalent zu der Form 


gr) u —-%; 
die Formen stellen alle Zahlen aus K dar. 

Hieraus folgt: 

Satz 1. In jeder projektiven Ebene gibt es eine und (bis auf eine projektive Transfor- 
mation) nur eine Polarität, die durch eine quadratische Form vermittelt wird, die die Null 
darstellt; als die definierende Form kann die Form Q,(x, x) gewählt werden. 

2. Quaternionen und quadratische Formen. Sind a,, a, zwei von Null verschiedene 
Elemente eines Körpers Ä, so versteht man ?) unter dem Quaternionensystem (— a,, — q,) 
das hyperkomplexe System der Elemente 


(1) a=% + %ılı + Aa + Aziz 


mit x. in K (k = 0,1,2,3) und der Multiplikationstafel 


2 2 .. er 
(2) ya, ui Berti: 
Ist 
u. | u u 
b=pß+t Pitt Pit Pu, C=ptYlnt Ylat Ya und c=ab, 
so gılt demnach 
Yo = &oPo — 4X Pi — AgXg Pag — Ay X; P5 
(3) Yı = &oPı + Kıßo + AgXg Pa — AgXgPz 
Ya = Pa — A Pa + %aPo + Aıaaßı 
Ya = NoPs + KPa— RaPı + &aßo- 
Unter dem Konjugierten des (uaternions a wird das Quaternion 
(4) ag — Al — Kyle — Aalıly 
und unter der Norm des (uaternions a wird das Element 


> 


en 4 A D) $s 2 
(5) Na=a=n+tanai+ta,0: + aa, 
aus ÄK verstanden; für die Norm gilt die Regel 

(6) Nab=NaNb. 
Falls das Quaternion a ein Inverses besitzt, so muß nach (3) 


(7) =; 


sein. Die Algebra (- - a,, — a,) ist daher dann und nur dann ein Schiefkörper, wenn die 
Normenform 

(8) Na)=ta2+a25+ a.a,.2 
in Ä die Null nicht darstellt. 

Wir ordnen nun jeder ternären Diagonalform mit quadratischer Diskriminante, d.h. 
jeder Form 1, (3) ın einem Körper K das (Quaternionensystem (— a, — a,) über K zu. 
Wir setzen 

= ls; 


es gelten dann für ı, die Rechenregeln 


.) 


= — AI, ule>= —il, bl = —1yle. 


Wir können die Rechenvorschrift für das der Form 1, (3) zugeordnete Quaternionen- 


®) Ergibt sich aus üblichen Schlüssen der projektiven Geometrie; vgl. aber auch Anm. ?). 














N 
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system in der Gestalt 


p, 


3 53 
(9) P> 1; r) = — 3 a, 
z 1 
schreiben, wenn wieder a, = a,a, ist. Ist nun 
(10) a EN DD ENm 


eine zu der gegebenen Form I, (3) äquivalente Diagonalform und ist 
3 


} £ n. _ j "n 
(11) 4 a CH» k 1.3 


die Transformation, die den Übergang von 1, (3) zu (10) vermittelt, so wird die Rechen- 
vorschrift 


> 


- 


| 8 3 
v; ES R 
(12) > ji) ie — b, Y, 5) b; - bb» Mi 
die für das der transformierten Form zugeordnete Quaternionensystem gelten muß, von 
den Einheiten 


1 ig: 


erfüllt. Denn es ıst 
Ziynr= (Fir, da nach (11) und (13) I j,y, = Fi,r, gilt, 
=— Zar, nach (9), 


= — by, da 1, (3) und (10) äquivalent sind. 


Die Einheiten j}, Ja, Js erzeugen dasselbe hyperkomplexe System wie die Einheiten 
ij, ig, ia, und wir haben damit das Ergebnis erhalten, daß unsere Vorschrift, die jeder 
ternären Diagonalform mit quadratischer Diskriminante ein Quaternionensystem zuordnet, 
äquivalenten Diagonalformen dasselbe Quaternionensystem zuordnet. Ganz entsprechend 
erkennt man, daß zweı Diagonalformen ın Ä äquivalent sınd, wenn ihnen durch diese 
Vorschrift dasselbe Quaternionensystem zugeordnet wird. Die Klassen äquivalenter 
ternärer quadratischer Formen mit quadratischer Diskriminante entsprechen also den 
verschiedenen Quaternionensystemen. Über einem festen Körper entspricht der Formen- 
klasse, deren Elemente die Null darstellen, das zerfallende System (— 1, 1), da diese 
Formenklasse durch die Form @,(x, x) repräsentiert wird, und jeder anderen Formen- 
klasse ein Quaternionensystem, das ein Schiefkörper ist; denn wenn die ternäre Diagonal- 
form Q(«, x) die Null nicht darstellt, so stellt auch die Form x2 + O(x, x), die Normen- 
form des zugehörigen Quaternionensystems, die Null nicht dar °). Ist schließlich eine 
Diagonalform gegeben, die durch Anwendung eines Automorphismus 3° = J(z) des Körpers 
K aus einer Diagonalform 1, (3) hervorgeht, so entspricht dieser Form nach unserer 
Vorschrift das Quaternionensystem (— J(a,), — J(a,)), das zu dem System (— a,, — q,) 
isomorph ist. Wir erhalten somit 


Satz 2. Ordnet man jeder ternären Diagonalform mit quadratischer Diskriminante 
2 1 2 1 = + 
ar ta +taa%;, a,a, 4 ( 


über einem Körper K das Quaternionensystem (— a,, — a,) über K zu, so wird damit jeder 
ebenen Cayleyschen Geometrie eine Klasse isomorpher Quaternionensysteme zugeordnet. 
Den ebenen Cayleyschen Geometrien, deren Form die Null darstellt, entsprechen dabei die 


5 v 
°) H. Hasse, Elementarer Beweis des Hauptsatzes über ternäre quadratische Formen mit rationalen Koeffi- 
zıenten, J. reine angew. Math. 172 (1935), S. 129—132, Hilfssatz 2. 
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zerfallenden Quaternionensysteme und denen, deren Form die Null nicht darstellt, Quater- 
nionensysteme, die Schiefkörper sınd. 

3. Normaler Cayleyscher Raum. Unter einer räumlichen Cayleyschen Geometrie 
verstehen wir eine dreidimensionale projektive Geometrie, in der eine Polarität gegeben 
ist; die Polarität werde durch eine nicht singuläre quaternäre quadratische Form 

3 
(1) A(x, «) =, £ Mn Vidr; Ak = Ay; 


vermittelt. Wir betrachten wieder die projektiven Transformationen, bei denen die 
Polarität erhalten bleibt. Wird eine solche Transformation durch eine Matrix (c;,) 
(i,k = 0,1,2,3) dargestellt, und führt (c;.) die Form A(x, x) in die Form AA(ır, ») 
über, so ıst 


(2) ea]? = 4. 





Als Bewegungen der räumlichen Gayleyschen Geometrie bezeichnen wir von diesen pro- 
jektiven Transformationen nur diejenigen, für deren Matrizen 


(3) ll = # 
ist. Die Bewegungen bilden eine Gruppe. 

Die quadratische Form einer räumlichen Gayleyschen Geometrie über dem Körper 
K ist wiederum nur bis auf Multiplikation mit einem Faktor und bis auf eine beliebige 
halblineare Transformation bestimmt. Wir nennen nun eine räumliche Cayleysche Geo- 
metrie über K normal, wenn die Diskriminante der sie definierenden Form ein Quadrat 
ist. Diese Eigenschaft ist hier im Gegensatz zum ternären Fall eine Eigenschaft der 
Geometrie. Jede normale Geometrie läßt sich insbesondere durch die Normenform 
eines Quaternionensystems über K, also durch eine Form 


(4) Na,.)=5 ta 2 +02 +aa,22, a,a, #0 


definieren. Denn die definierende Form kann zunächst auf Diagonalgestalt gebracht 
werden; sodann erhält man, indem man durch den Koeffizienten von 3 dividiert, eine 
Form 23 + T(x, x), wo T(x, x) eine ternäre Form in x,, %, &; mit quadratischer Dis- 
kriminante ist und also in der Gestalt 1, (3) geschrieben werden kann. Über dem Körper 
der reellen Zahlen ist z. B. die räumliche hyperbolische Geometrie nicht normal, wohl aber 
die elliptische und die mit einer ringartigen Fläche als absolutem Gebilde. Die Matrizen 
(c;x), die die Bewegungen einer normalen Geometrie mit der Form (4) darstellen, sind 
durch die verallgemeinerten Orthogonalitätsbedingungen 


(5) = cc = Veyön, Kkl=0,1,2,3; ,=1, a, = am, 
(= 





charakterisiert, wo || || =ce=#ß ist. 
4. Links- und Rechtsschiebungen in einem normalen Cayleyschen Raum. Es läßt 
sich nun unmittelbar bestätigen, daß die Matrizen 


&% Ad Ad Adel Po —aGhı —Mßr —Adpß; 

(la) On % ——Gglis 42% (1b) Pı Po az Ps — AP; 
O2 A1%3 Xo 4,0%; P2a — aß; Po a,ßı 
Xg —— 0a X X / P3 Ps u Po 


die verallgemeinerten Orthogonalitätsbedingungen 3, (5) erfüllen, wenn ihre Deter- 
minanten 


(2a) (&o + a, + A, F a, 4,%,) (2b) (0 + aß} + a,ß; r a, ß5) 
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von Null verschieden sind. Ordnet man jeder Matrix (1a) das Quaternion 
a= 0% + Aılı + Aglg + Azlıla 

aus dem Quaternionensystem (— a, —q4,) und jeder Matrix (1b) das Quaternion 
b=Pßo+ Bılı + Pole + Palıiz, 

ferner jedem Punkt x = (x), &,, 23, 73) unseres Raumes das (Quaternion 
= + Il + ala + Ialıla 


zu, so läßt sich die Anwendung einer Bewegung, die durch eine der Matrizen (la) oder 
(1b) dargestellt wird, durch die Quaternionengleichung 


(3a) oX =ax mit Na#+(, (3b) or = ab mit Nb +0 


beschreiben. Dementsprechend bezeichnen wir die Bewegungen als Links- und FHechts- 
schiebungen. Da die Zusammensetzung der Matrizen (1a) der Links-Multiplikation und 
die Zusammensetzung der Matrizen (1b) der Rechts-Multiplikation der zugeordneten 
Quaternionen entspricht, ergibt sich, daß die Links- und Rechtsschiebungen je eine 
Gruppe bilden. Diese Gruppen sind isomorph zu der Faktorgruppe 
M(— a, — a,), K)/M(K), 

wo M(— a, — a,), K) die multiplikative Gruppe der (Juaternionen mit nicht 
verschwindender Norm aus dem System (— a, —a,) über K und M(K) die multi- 
plikative Gruppe des Körpers K ist. Ferner sind die Gruppen einfach transitiv; sie ent- 
halten genau eine Bewegung, die einen Punkt des Raumes, in dem die Form N(x, x) 
nicht verschwindet, in einen beliebigen anderen Punkt des Raumes überführt, in dem 
die Form nicht verschwindet. 

Es müssen nun auch beliebige Produkte von Links- und Rechtsschiebungen Be- 
wegungen sein. Eine Transformation, die durch Zusammensetzung einer Linksschiebung 
mit einer Rechtsschiebung entsteht, kann in der Gestalt 


(4) ox’ = azxb mit Nab #0 


geschrieben werden. Diese Schreibweise zeigt, daß eine Links- und eine Rechtsschiebung 
stets vertauschbar sind, daß daher die Transformationen (4) bereits alle durch Zusammen- 
setzung von Links- und Rechtsschiebungen entstehenden Bewegungen darstellen und 
daß die Gruppe dieser Bewegungen zu dem direkten Produkt zweier zu der Gruppe 
MU(— a), — a,), K)/M(K) isomorphen Gruppen isomorph ist. 

d. Die durch Links- und Rechtsschiebungen induzierten Bewegungen der Ebene. Eın 
normaler Cayleyscher Raum enthält als x, = 0 eine Ebene, in der eine ebene Gayleysche 
Geometrie mit der Form 1, (3) gilt, und wir fragen nun nach den räumlichen Bewegungen 
der Gestalt 4, (4), die die Ebene x, = 0 in sich überführen. Diese Bewegungen sind die- 
jenigen, die den Punkt (1,0,0,0), den Pol der Ebene x, = 0, fest lassen; es sind also 
die, für die ab in K liegt, also die Bewegungen 


(1) ox =axa mit Na#V0. 
Diese Gruppe ist wieder zu der Gruppe M((— a,, — a,), K)/M(K) isomorph. 


Eine Bewegung (1) ist dann und nur dann involutorisch, wenn das Quadrat des 
sie darstellenden Quaternions in X liegt, und a? liegt, wie aus 2, (3) unmittelbar folgt, in Ä 


1) wenn bereits a in K liegt 
— die diesen Quaternionen zugeordnete Bewegung ist die Identität — und 


2) wenn a, = 0 ist. 
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Die involutorischen Bewegungen besitzen nun charakteristische Fixelemente. Allgemein 
folgt aus (1), daß ein Punkt x = (&,, X, 3) dann und nur dann Fixpunkt der durch u 
gegebenen Bewegung ist, wenn ax zu xa proportional ist. Zwischen zwei Quaternionen 
a und 5 besteht nun, wie aus 2, (3) folgt, dann und nur dann eine Gleichung 


ab=oba mitoinK, 


wenn entweder 


X: 09:03 = Pr: Pa: Pa 


ist (dann ist oa = 1) oder wenn 
“=P=0 und a,aıPı + Ag%aßg + a,05%3ß3 = Qla, b) = 0 
ist (dann ist oa = — 1). Daher gilt: Ein Fixpunkt der durch das (Quaternion 
(2) a=n + %ılh + a + All, mitt Na+0 


(a nicht in A) gegebenen Bewegung ist in jedem Falle der Punkt (x,, &s, %3); wir bezeichnen 
daher die durch a gegebene Bewegung als eine Drehung um den Punkt (x,, X, %3). Ist 
zudem x, = 0, ist also die durch a gegebene Bewegung involutorisch, so sind außerdem 
alle zu (X), X, &3) orthogonalen Punkte der Ebene x, = 0 Fixpunkte. Diese involutorische 
Drehung bezeichnen wir als die Spiegelung am Punkte (&,, &%, %3) oder, da die Polare 
punktweise fest bleibt, auch als die Spiegelung an der Polaren von (x,, X, &3), also der 
Geraden [a,%], @g%Xs, dj4gX3] als Achse. 

Zu jedem Punkt (x,, &%g, %3) mit Q(a, a) + 0 gibt es eine Spiegelung, die durch das 
(uaternion 

(3) Aılı + Aglg + Azlıla 
gegeben wird; dagegen gibt es keine Spiegelung an den Punkten, in denen die Form 
(x, x) verschwindet. Entsprechend gibt es an jeder Geraden der Ebene eine Spiegelung, 
außer an denen, die den Kegelschnitt Q(x, x) = 0 berühren. 

Die Drehungen um den Punkt (x,, &%, %3) werden durch die Quaternionen (2) mit 
variablem x, dargestellt. Es gilt nun: Ist eine beliebige Drehung um (x,, &s, &%3) gegeben 
und ist b = (P,, Pa, Pa) ein zu (X), %s, &) orthogonaler Punkt mit E(b, b) #0, so gibt 
es genau einen Punkt ce = (Y,, Ya, Y3), so daß die Drehung das Produkt der Spiegelungen 
an den Punkten 5 und e ist: 


(4) a=bec. 


Ist nämlich etwa 3 + 0, so ist die Determinante der ersten drei Gleichungen des sich 
aus 2, (3) ergebenden Systems 


% = — Aa PıYı —AgßaYya — AraaßzY5 
r X = Agßg Ya — Ayßz3Ya 
(>) u | 

% = — a,ßıY3 + Ay ßaYı 


% = BıYya — BaYyı 


gleich — a,a,ß3@(b, b), also ungleich Null, und die vierte Gleichung ist wegen Q(a, b) = 
von den beiden vorhergehenden linear abhängig. Es gibt also genau ein c, das (5) erfüllt, 
und man bestätigt aus den drei letzten Gleichungen, daß auch Q(a, c) = 0 ist. Es gilt 
also 


Satz 3. Jede Drehung um einen Punkt (x,, %s, %,) ist als Produkt der Spiegelungen 
an zwei Zu (Ay, X, &3) orthogonalen Punkten darstellbar, von denen der eine als ein beliebiger 
zu (X %o, &3) orthogonaler Punkt gewählt werden kann, in dem die Form O(.x, r) nich! 
verschwindet. 











in 
ww 
en 
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Man kann diesen Satz auch so aussprechen: Jede Drehung um einen Punkt (x,, &s, %3) 
kann als Produkt von zwei Spiegelungen dargestellt werden, deren Achsen sich in 
(X &%g, x) schneiden; dabei kann eine der beiden Achsen als eine beliebige Gerade 
durch (%, %g, &3), die nicht Tangente an den Kegelschnitt Q(x, x) = 0 ist, vorgegeben 
werden. 

6. Die Bewegungen einer ebenen Cayleyschen Geometrie. Es ist nun noch die Frage 
offen, ob die Links- und Rechtsschiebungen des normalen Raumes die volle Bewegungs- 
gruppe dieses Raumes liefern und ob die in 5 definierten Drehungen und Spiegelungen 
bereits die Gesamtheit der Bewegungen der ebenen Gayleyschen Geometrie erschöpfen. 
Um zunächst die zweite Frage zu beantworten, fragen wir nach einem Kriterium dafür, 
daß in der Ebene zweı Punkte durch eine Bewegung ineinander übergeführt werden 
können. Damit ein Punkt x in einen Punkt x mit Q(zx, x) # 0 bewegt werden kann, ist 


notwendig, daß Sn in K eine von Null verschiedene Quadratzahl ist; denn 
es muß Q(y,y) = AQ(x, x) und dabei / nach 1, (2) eine Quadratzahl sein. Wir wollen 


nun zeigen, daß diese notwendige Bedingung auch hinreichend ist. 

Satz 4. Damit in einer ebenen Cayleyschen Geometrie ein Punkt y mit Q(y, y) + 0 
durch eine Bewegung ın einen Punkt x mit Q(x, x) #0 übergeführt werden kann, muß 
0(y, Y) Qy, Yy) 
Or, 3) Az, x) 


bereits eine Spiegelung, dıe y und x ineinander überführt. 


eine Quadratzahl ın K sein; ist umgekehrt eine Quadratzahl, so gıbt es 


Wir nennen einen Punkt m einen Mittelpunkt von x und y, wenn die Spiegelung 

Ay, Yy) 
daß EREN 
zahl ist, ist nun gerade die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß zwei ver- 
schiedene Punkte x und y einen Mittelpunkt besitzen. Ist nämlich m = (m,, ms, M;) 
ein Mittelpunkt von x = (z,, 7, 73) und y = (Y,, Ya, %3), so bedeutet dies nach der 
Definition, daß Q(m, m) =+ 0 ist und daß für die zugehörigen Quaternionen die Gleichung 


an m die Punkte x und y vertauscht. Die Bedingung, eine QJuadrat- 


(1) 0X = mym 
oder 
(2) oxm = my 


gilt. Zerlegt man diese Gleichung nach 2, (3) in die vier Komponentengleichungen, so 
liefert die erste von ihnen 


(3) 0’Q(a, m) = Qlm, 4) 
und die drei letzten 

(4) m—= +; du 7 
Es muß also 


o’(o’O(x, x) + (x, y)) = o’Q(x, y) + Qly, Yy), 
daher 





5 :_ . 1/0@ W) 
n And: Ver x)’ 


und also in der Tat Ay y) eine Quadratzahl sein. Ist dies umgekehrt der Fall, so 


Az, x) 
können wir rückwärts schließen, daß die Quaternionen, die den beiden Punkten m 
Journal für Mathematik. Bd. 181. Heft 4. 33 
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und m’ mit den Koordinaten 


ee ty, m =— a ut Y, ı==1,2,3 
entsprechen, die Gleichung (1) erfüllen. Die beiden Punkte m und m’ sind von einander 
verschieden und zu einander orthogonal. Sie sind Mittelpunkte von x und y, wenn ihre 
Formwerte O(m, m) und Q(m’, m’) von Null verschieden sind. Verschwindet die Form in 
einem von ihnen, etwa in m, so liegt m’ auf der Tangente, die den Kegelschnitt @(z, z) — 0 
in m berührt, und es ist O(m’, m’) + 0; es liegen dann auch x und y auf dieser Tangente. 
Hieraus folgt: Liegen die beiden Punkte x und y, für die Q(x, x) und Q(y, y) von Null 
verschieden und ee 
so ist sowohl Q(m, m) als QO(m’,m’) von Null verschieden; zwei solche Punkte be- 
sitzen also zwei verschiedene Mittelpunkte. Dagegen ist für zwei Punkte x und y mit 
den vorausgesetzten Eigenschaften, die auf einer Tangente liegen, stets der eine von 
den beiden Punkten m und m’ der Berührungspunkt; zwei solche Punkte besitzen also 
genau einen Mittelpunkt. 


(b) om, = 


eine Quadratzahl ist, nicht auf einer Tangente an Q(z, 2) = (0), 


Mit Hilfe von Satz 4 können wir nun leicht nachweisen, daß jede von der Identität 
verschiedene Bewegung der ebenen Cayleyschen Geometrie eine Drehung im Sinne der 
in 5 mit Hilfe der Quaternionen aufgestellten Definition ist. Wir zeigen dazu, daß jede 
Bewegung ein Produkt von Spiegelungen ist. 


Ist eine Gerade g nicht Tangente an den Kegelschnitt Q(x, x) = 0 und wählt man 
ein Polardreieck als Bezugssystem, in dem g als die Achse x, = 0 auftritt, so ist 0x] = r,, 
0x; = — ı; (i= 2,3) die einzige von der Identität verschiedene Bewegung, die 
punktweise fest läßt; denn in einer von der Identität verschiedenen Matrix, in der nur 
die Elemente der Hauptdiagonale von Null verschieden sind und c35 = Ca, Ist, muß 
wegen der verallgemeinerten Orthogonalitätsbedingungen 1,4 ec, = — Ca, sein. Da 
andererseits die Spiegelung an g alle Punkte von g fest läßt, so ergibt sich: Die 
Spiegelung an einer Geraden ist die einzige von der Identität verschiedene Bewegung, die 
die Gerade punktweise fest läßt. Ist weiter ein Polardreieck gegeben, so erkennt man 
nun, indem man es als Bezugsdreieck wählt: Die einzigen von der Identität verschiedenen 
Bewegungen, die die Eckpunkte eines Polardreiecks in sich überführen, sind die Spie- 
gelungen an den Seiten des Polardreiecks. 


Es sei nun ® eine von der Identität verschiedene Bewegung, die einen Punkt 
mit Q(x, x) # 0 fest läßt. Geht die Polare von x punktweise in sich über, so ist ® die 
Spiegelung an ıhr. Geht sie nicht punktweise in sich über, so wähle man auf ihr einen 
Punkt y mit Q(y, y) # 0, der nicht Fixpunkt ist und in einen Punkt y’ übergeht; es gibt 
dann nach Satz 4 eine Spiegelung ©, die y und y’ vertauscht und deren Achse durch « 
geht. Entweder ist nun ® = &, oder SB ist eine von der Identität verschiedene Be- 
wegung, die dıe Punkte x, y und den dritten Eckpunkt des durch sie bestimmten Polar- 


zu ut | 


dreiecks in sich überführt; ©® ist dann also eine Spiegelung & und B = &$’. 


Ist nun ® eine beliebige Bewegung der Ebene und x ein Punkt mit ((x, x) +), 
der durch ® in einen Punkt x’ übergeführt wird, so gibt es nach Satz 4 eine Spiegelung 
&, die x und x’ vertauscht; &® ist dann eine Bewegung mit dem Fixpunkt x, also eine 
Spiegelung oder das Produkt von zwei Spiegelungen, und daher ist auch ® ein Spiege- 
lungsprodukt. 


Die in der Form 5, (1) darstellbaren Bewegungen erschöpfen also die Gesamtheit 
der Bewegungen der ebenen Cayleyschen Geometrie, und es ergibt sich 


























Bachmann, Die Bewegungsgruppe einer ebenen Cayleyschen (ieometrie. 


Satz 5. Die Gruppe der Bewegungen einer ebenen Cayleyschen Geometrie mit der 
definierenden Form 


2 RE 2 
4,% t AgX5 + A,AyXz 


iiber einem Körper K ıst ısomorph zu der Gruppe M((— a,, — a,), K)/M(K), der Faktor- 
gruppe der multiplikativen Gruppe der Quaternionen nicht verschwindender Norm aus dem 
System (— 4), — @,) nach der multiplikativen Gruppe von K.'®) 


Jede von der Identität verschiedene Bewegung ist eine Drehung und jede Drehung 
nach 5 eine Spiegelung oder das Produkt von zwei Spiegelungen. Die Bewegungsgruppe 
wird durch die Spiegelungen erzeugt. Denkt man sich zunächst beliebige Spiegelungs- 
produkte geschrieben, so lassen sie sich nach den Relationen, die in den beiden folgenden 
Sätzen stecken, abbauen: 


Satz 6. In einem Polardreieck ıst die Spiegelung an einem Eckpunkt gleich dem Pro- 
dukt der Spiegelungen an den beiden anderen Eckpunkten. 


Satz 7. Das Produkt der Spiegelungen an drei Punkten, die in einer Geraden liegen, 
ist wiederum eine Spiegelung an einem Punkte dieser Geraden. 


Als Sätze über Spiegelungen an Geraden ausgesprochen: Die Spiegelung an einer 
Seite eines Polardreiecks ist gleich dem Produkt der Spiegelungen an den beiden anderen 
Seiten, und das Produkt von drei Spiegelungen, deren Achsen durch einen Punkt gehen, 
ist wiederum eine Spiegelung, deren Achse durch diesen Punkt geht. Satz 6 und Satz 7 
sind unmittelbare Folgerungen aus Satz 3; Satz 6 ergibt sich, wenn man Satz 3 auf die 
involutorische Drehung um (%,, &%, &3) anwendet. Nach Satz 6 bilden die Spiegelungen 
an den Eckpunkten eines Polardreiecks eine Vierergruppe, wenn man die Identität hinzu- 
nimmt, sie sind also insbesondere vertauschbar. Aus Satz 7 folgt nebenbei, daß die 
Gruppe der Drehungen um einen Punkt kommutativ ist. Satz 6 und Satz 7 liefern zu- 
sammen mit den in der Definition der Spiegelungen enthaltenen Relationen 9° = | 
alle Relationen zwischen Spiegelungen. 


1. Die Bewegungen eines normalen Cayleyschen Raumes. Aus dem Ergebnis von 
6 folgt nun auch, daß jede Bewegung des normalen Gayleyschen Raumes das Produkt 
einer Links- und einer Rechtsschiebung ist, daß also die Gruppe der in der Gestalt 4, (4) 
darstellbaren Bewegungen die volle Bewegungsgruppe des Raumes ist. 


Es gıbt keine von der Identität verschiedene Bewegung des Raumes, die in der 
Ebene x, = 0 die Identität ist. Denn die einzige von der Identität verschiedene Pro- 
jektivität, bei der die Polarität erhalten und die Ebene x, = 0 punktweise fest bleibt, 
ist die Transformation 0x, = x, 025 = — (il = 1,2,3); sie ist aber keine Bewegung. 
Da also eine Bewegung, die in der Ebene x, = 0 die Identität ist, im ganzen Raum die 
Identität ist, kann eine Bewegung der Ebene x, = 0 nur in einer Bewegung des Raumes, 
und zwar in einer Bewegung mit dem Punkt e = (1, 0, 0, 0) als Fixpunkt enthalten sein. 
Also folgt aus der Tatsache, daß die in der Gestalt 5, (1) darstellbaren Bewegungen die 
Bewegungen der Ebene erschöpfen, daß sie auch die Bewegungen des Raumes, die den 
Punkt e fest lassen, erschöpfen. 


Es sei nun ® eine beliebige Bewegung des Raumes, und es werde der Punkt e in 
eınen Punkt z übergeführt. Ist & die Linksschiebung, die z in e überführt, so ist 28 eine 


1%) Da M((— 1,1), K) zu der Gruppe der nicht singulären zweireihigen Matrizen über X isomorph ist, ist die 
Bewegungsgruppe einer ebenen Cayleyschen Geometrie, deren Form die Null darstellt, zu der binären projektiven 
Gruppe über K isomorph — ein Zusammenhang, der im Falle des Körpers der reellen Zahlen, insbesondere aus der 
Darstellbarkeit der Bewegungsgruppe der hyperbolischen Geometrie durch gebrochene lineare Transformationen von 
© + iy mit reellen Koeffizienten, wohlbekannt ist (vgl. F. Klein, a. a. 0.2), S. 309). 
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4 
Bewegung, die den Punkt e fest läßt, also von der Gestalt 5, (1); und da &% durch die i 


Quaternionengleichung oy’ = z-!y dargestellt wird, ist ® von der Gestalt 


0x = zara, 
also von der Gestalt 4, (A). 


Wir erhalten also das Ergebnis: 


Satz 8. Die Gruppe der Bewegungen eines normalen Cayleyschen Raumes mit der 
definierenden Form 





23 +a,27 + a,23 + a,a,23 


über einem Körper K ıst ısomorph zu dem direkten Produkt zweier Gruppen, die zu der Gruppr 
M— a), — a3), K)/M(K) isomorph sind. 





Eingegangen 24. April 1939. 
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